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Введение	
 
Невыполнение требований электромагнитной совместимости 

(ЭМС) может повлечь серьезные последствия в различных сферах 
деятельности человека. Облегчить обеспечение ЭМС позволяет 
предварительное имитационное моделирование. В его основе ле-
жит численный анализ посредством решения уравнений Максвел-
ла, для которого широко используется метод моментов (MoM). 
Один из его самых трудоемких этапов приходится на решение 
системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с плотной 
матрицей, поэтому актуально совершенствование методов реше-
ния СЛАУ. 

Методы решения СЛАУ делят на две большие группы: пря-
мые (или точные) и итерационные методы. К прямым относятся 
методы, которые позволяют получить решение за конечное число 
элементарных операций. Итерационные методы, в отличие от 
прямых, основаны на последовательном приближении к решению 
СЛАУ. Основными преимуществами итерационных методов яв-
ляются более низкие вычислительные затраты и меньшая по-
грешность при вычислении плохо обусловленных СЛАУ. 

В итерационных методах для уменьшения числа итераций 
используют предобусловливание. Для этого необходимо хранить 
дополнительную матрицу, что увеличивает требуемую память 
компьютера. Эта матрица, как правило, является разреженной. 
Поэтому хранить ее можно с помощью любого из форматов хра-
нения разреженных матриц для экономии машинной памяти и в 
перспективе времени решения СЛАУ. 

Проблема многократного решения СЛАУ возникает во мно-
гих научных и инженерных задачах. Примером такой задачи яв-
ляется вычисление емкостных матриц полосковых структур в 
диапазоне изменения их параметров. Эти задачи могут решаться 
итерационными методами с предобусловливанием, причем пре-
добусловливатель, полученный для одной матрицы, можно ис-
пользовать для других. 

В предлагаемой книге рассматриваются алгоритмы итераци-
онных методов решения СЛАУ в задачах электромагнитной со-
вместимости. 
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В разделе 1 содержится краткое обоснование актуальности 
предварительного имитационного моделирования. Приведен по-
рядок расчета емкостной матрицы методом моментов для произ-
вольной двумерной структуры. Также сделан краткий обзор мето-
дов решения СЛАУ. Рассмотрены форматы хранения 
разреженных матриц и существующие варианты многократного 
решения СЛАУ. 

В разделе 2 проведен сравнительный анализ наиболее рас-
пространенных форматов хранения разреженных матриц. Разра-
ботаны алгоритмы ILU(0)-разложения с применением формата 
хранения разреженных матриц CSR. Описан вычислительный 
эксперимент, подтверждающий эффективность использования 
разреженного формата. 

В разделе 3 представлены разработанные алгоритмы для мно-
гократного решения СЛАУ. Приведен алгоритм, использующий 
итерационный метод с предобусловливанием для многократного 
решения СЛАУ. Рассмотрены различные способы, позволяющие 
адаптивно переформировывать предобусловливатель. Кроме того, 
приведены алгоритмы, ускоряющие решение без переформирова-
ния, а лишь за счет выбора очередности решаемых СЛАУ. По 
всем предложенным алгоритмам осуществлены вычислительные 
эксперименты, показавшие на различных полосковых структурах 
эффективность алгоритмов. 

В разделе 4 приведены расчеты сложности алгоритмов LU-
разложения и итерационных методов BiCGStab и CGS. Представ-
лены исходные коды программ, разработанных на основе алго-
ритмов, предложенных в разделах 2 и 3. 

Авторы глубоко благодарны Лилии Юрьевне Колотилиной  
за ее ранние математические работы, используемые авторами в 
своей научной деятельности; за обсуждение нескольких статей 
авторов, значительно улучшившее их содержание; за критику, 
подвигнувшую авторов к получению некоторых теоретических 
результатов; за моральную поддержку, вдохновившую авторов на 
развитие первых результатов исследования до данной моногра-
фии и позволяющую с оптимизмом смотреть в будущее. 
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1.	Обзор	актуальных	задач	моделирования	
1.1.	Актуальность	моделирования	для	обеспечения	
электромагнитной	совместимости	

 
Электромагнитная совместимость (electromagnetic compati- 

bility — EMC) — это способность технического средства (ТС) 
эффективно функционировать с заданным качеством в опреде-
ленной электромагнитной обстановке (ЭМО), не создавая при 
этом недопустимых электромагнитных помех другим ТС [1]. Не-
выполнение требований ЭМС может иметь серьезные последст-
вия в различных сферах деятельности человека и на производст-
венных предприятиях: приводить к сбою в электронных системах 
управления воздушным, железнодорожным транспортом, автома-
тических производственных линиях, системах управления про-
мышленными объектами и объектами энергетики, в работе меди-
цинского оборудования и т.д. ЭМС нарушается, если уровень 
помех слишком высок или помехоустойчивость оборудования не-
достаточна. 

Актуальность обеспечения электромагнитной совместимости 
обусловлена ее междисциплинарным характером, поскольку 
электрические и радиоэлектронные устройства используются в 
самых различных областях техники. Другой причиной является ее 
воздействие на всех структурных уровнях аппаратуры: от чипов 
до высоковольтных линий электропередачи. Наконец, актуаль-
ность обеспечения ЭМС диктуется тем, что она связана со слож-
ными, часто скрытыми от традиционных знаний электромагнит-
ными процессами, нарушающими обычное поведение систем. 
Борьба с помехами в радиотехнических системах различного на-
значения особо актуальна, причем не только с непреднамеренны-
ми (для обеспечения безопасности) [2], но и с преднамеренными 
(для защиты от угроз электромагнитного терроризма) [3], что в 
последние годы стало отдельной темой каждого международного 
симпозиума по ЭМС. Важность исследований в области ЭМС ра-
диоэлектронной аппаратуры (РЭА) подтверждается активной дея-
тельностью в этом направлении, причем в разных секторах (ака-
демическом, университетском, отраслевом) инженерных наук, 
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а также известных школ, которыми руководят В.Е. Фортов (Рос-
сия, РАН), Л.Н. Кечиев (Россия, ВШЭ-МГИЭМ), С.Ф. Чермошен-
цев (Россия, КГТУ им. А.Н. Туполева), С.А. Сухоруков (Россия, 
ЗАО «ЭМСОТЕХ»), E. Schamiloglu (Университет Нью Мексико, 
США), J.L. ter Haseborg (Германия, Гамбургский технологический 
университет), S. Tkachenko (Германия, Магдебургский универси-
тет), F. Rachidi (Швейцария, Политехнический университет Ло-
занны), W. Radasky (США, корпорация Metatech, МЭК).  

С ростом быстродействия полупроводниковых приборов все 
большая доля времени задержки распространения сигналов при-
ходится на задержки в межсоединениях электронных схем, став-
шие существенным фактором, влияющим на быстродействие  
схемы в целом. Так, по данным Sematech [4], в скоростных полу-
проводниковых чипах задержки в межсоединениях составляют 
80 % цикла, тогда как задержки переключения транзисторных 
ключей занимают лишь 20 % общего времени. В платах и блоках 
этот эффект проявляется еще сильнее, поскольку их размеры 
больше и длина межсоединений может составлять несколько длин 
волн распространяющихся по ним сигналов. Поэтому необходимо 
решать проблемы межсоединений, так как именно они зачастую 
становятся главной преградой на пути создания быстродейст-
вующей, компактной и в то же время помехоустойчивой и надеж-
ной аппаратуры. Неучет факторов, составляющих проблему, при 
проектировании какой-либо части устройства способен стать 
причиной сбоев и ненадежности в работе устройства в целом, ко-
торые трудно локализовать и устранить без больших затрат [5]. 

При проектировании РЭА выполняют предварительное ими-
тационное моделирование, которое позволяет снизить финансо-
вые и временные затраты на проведение повторных испытаний. 
Особая актуальность аспектов численного электромагнитного мо-
делирования и оптимизации в связи с ростом частот подтвержда-
ется организацией в 2014 г. новой международной конференции 
«Численное электромагнитное моделирование и оптимизация для 
радиочастотных, сверхвысокочастотных и терагерцовых прило-
жений» (NEMO2014), которая проводится ежегодно в Европе,  
Северной Америке и Азии. Задача обеспечения ЭМС РЭА выну-
ждает разработчиков проводить длительные дорогостоящие ис-
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пытания. Устранение выявленных недостатков ведет к нарушени-
ям рабочего графика и дополнительным финансовым затратам. 
Ранний и регулярный учет ЭМС в конструкции изделия миними-
зирует себестоимость и задержки проектирования, которые стали 
бы необходимыми в случае игнорирования вопросов ЭМС. По-
этому целесообразен учет ЭМС на этапе проектирования РЭА по-
средством имитационного моделирования с помощью специали-
зированного программного обеспечения (ПО), основанного на 
схемотехническом, квазистатическом и электродинамическом 
подходах. 

В общем случае в основе имитационного моделирования ле-
жит численный анализ, требующий построения математической 
модели исследуемого объекта с помощью решения уравнений 
Максвелла. Численные методы, применяемые в моделировании 
ЭМС: методы конечных разностей во временной области [6]; ме-
тод моментов (MoM) [7]; метод конечных элементов [8]; метод 
конечного интегрирования [9]; метод матрицы линий передачи 
[10], а также так называемые гибридные методики [11]. 

Процесс построения математической модели можно разбить 
на следующие этапы [12]. 

1. Постановка задачи — определение целей расчета, объема 
необходимой входной и выходной информации и допустимой по-
грешности.  

2. Аналитическая обработка — формулировка уравнений 
Максвелла, начальных и граничных условий, описание парамет-
ров расчетной области, выбор метода решения, преобразование 
уравнений к виду, наиболее подходящему для данного численно-
го метода.  

3. Дискретизация (сегментация) модели — переход от непре-
рывных функций к дискретным и от функциональных уравнений 
к системе линейных алгебраических уравнений.  

4. Вычисление элементов СЛАУ численным интегрировани-
ем или дифференцированием в зависимости от используемого на 
предыдущем этапе метода.  

5. Решение СЛАУ — выбор наиболее подходящего метода 
решения (прямой или итерационный).  
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6. Обработка результатов (вычисление требуемых характери-
стик) — вычисление поля, погонных матриц, отклика и прочих 
характеристик и параметров исследуемого объекта/системы по 
данным из решения СЛАУ. 

Важно, что перечисленные этапы не являются независимыми. 
Так, выбор метода дискретизации определяет затраты на форми-
рование СЛАУ и влияет на размер и свойства получаемой СЛАУ, 
что в свою очередь определяет выбор метода ее решения. От пре-
дыдущих этапов зависят способы вычисления параметров и ха-
рактеристик исследуемого объекта/системы. На втором этапе ши-
роко используются электродинамический и квазистатический 
(TEM-аппроксимация) подходы к решению уравнений Максвелла. 
На третьем этапе при решении задач ЭМС применяется метод 
моментов, использующий «поверхностный» подход, в соответст-
вии с которым в качестве неизвестного выступает распределение 
плотности поверхностного тока на проводящих поверхностях ис-
следуемого объекта/системы [13]. Найденный поверхностный ток 
рассматривается как источник, возбуждающий поле во всей рас-
четной области. Таким образом, при использовании MoM неиз-
вестная функция определена на поверхности, а не в объеме (как, 
например, в методах конечных разностей и элементов), что 
уменьшает требования к вычислительным ресурсам. Получаемая 
при этом матрица СЛАУ является плотной и плохо обусловлен-
ной, что требует построения эффективных предобусловливателей 
для ускорения решения посредством итерационных методов. 
Один из самых трудоемких этапов приходится на решение СЛАУ 
[5]. Поэтому актуально совершенствование методов решения 
СЛАУ. 

В развитие методов решения СЛАУ сделали вклад такие оте-
чественные и зарубежные ученые, как В.В. Воеводин, С.К. Году-
нов, В.П. Ильин, Л.Ю. Колотилина, Г.И. Марчук, В.В. Радченко, 
А.А. Самарский, Е.Е. Тыртышников, M. Bebendorf, S. Borm, 
C. Calgaro, J. Dongarra, D. Golub, W. Hackbusch, S. Karimi, Qing 
He, S. Rjasanow, Y. Saad, T. Topa, I. Tsukerman, Van der Vorst и др. 
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1.2.	Вычисление	емкостных	матриц		
методом	моментов	

 
При использовании метода моментов рассматривается опера-

торное уравнение, для решения которого применяют систему ба-
зисных функций в области определения оператора. Затем задается 
система весовых, или тестовых, функций в области значений опе-
ратора и берется скалярное произведение с каждой функцией.  
В результате получается матрица размером NN. На следующем 
шаге вычисляются элементы вектора воздействий размером N, та-
ким образом формируется СЛАУ. Далее решается СЛАУ. Из век-
тора решения СЛАУ вычисляются требуемые характеристики  
моделируемой структуры. Одной из таких задач является вычис-
ление методом моментов емкостных матриц произвольных дву-
мерных [14] и трехмерных [15] структур проводников и диэлек-
триков. 

Методом моментов решаются уравнения Максвелла в инте-
гральной форме в частотной области. Реализация данного подхо-
да на практике становится невозможной из-за крайне высоких 
требований к ресурсам компьютера, поэтому прибегают к различ-
ным упрощениям. Уравнения Максвелла сводят к частному слу-
чаю эллиптического дифференциального уравнения с частными 
производными, известного как уравнение Пуассона – Лапласа 
(полагается, что все заряды и токи сосредоточены на поверхности 
проводников, как в случае бесконечной проводимости проводни-
ков) с соответствующими граничными условиями [16]. 

Задача вычисления емкостной матрицы сводится к решению 
СЛАУ вида 

 ,Sσ V  (1.1) 

где S — матрица, связывающая плотность заряда элементов дис-
кретизации на проводниках и диэлектрических границах, состав-
ляющих вектор σ , с потенциалами этих элементов, составляю-
щими вектор V. Система решается condN  раз ( condN  — число 

проводников в системе, не считая опорного).  
Для вычисления элементов матрицы S границы проводник-

диэлектрик и диэлектрик-диэлектрик делятся на подынтервалы,  
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характеризуемые величинами: nx  — координата X центра подын-

тервала n; ny  — координата Y центра подынтервала n; dn — дли-

на подынтервала n; n  — угол, образуемый подынтервалом n с 

положительным направлением оси координат X; n  — диэлектри-

ческая проницаемость около n-го подынтервала проводник-

диэлектрик; n
  и n

  — диэлектрические проницаемости соответ-

ственно на положительной (к которой указывает nn ) и отрица-

тельной (от которой указывает nn ) сторонах n-го подынтервала 

диэлектрик-диэлектрик, где nn  — единичный вектор, проведен-

ный нормально от центра n-го подынтервала. Примеры значений 
этих параметров показаны в рамках на рисунке 1.1. 
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Рисунок 1.1 – Схема двумерной дискретизации 

 
Центру подынтервала n соответствует вектор nr , определяе-

мый как 

 ,n n nr xx yy   (1.2) 

где x и y — единичные векторы в направлениях X и Y соответст-
венно.  

Аналогично вектор nr  подынтервала, по которому ведется 

интегрирование, и вектор ˆ nr  его образа относительно бесконеч-

ной плоскости определяются как 
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 ;n n nr xx yy     (1.3) 

 ˆ ;n n nr xx yy     (1.4) 

 cos( );n n nx x t     (1.5) 

 sin( ),n n ny y t     (1.6) 

где t — текущее расстояние от центра ( ,n nx y ) подынтервала вдоль 

этого подынтервала. 
В результате исходное интегрирование по двум декартовым 

координатам для текущей точки и ее образа сводится к интегри-
рованию по одной переменной t (поскольку угол constn    ) 

для выбранного подынтервала. 
Порядок дискретизации таков. Сначала дискретизируются 

границы проводник-диэлектрик и полученным подынтервалам 
проводник-диэлектрик присваиваются номера с 1 по cN . Если 

есть другие проводники, которые всегда находятся под нулевым 
потенциалом, то все они дискретизируются как обычные провод-
ники. Затем дискретизируются границы диэлектрик-диэлектрик и 
полученным подынтервалам диэлектрик-диэлектрик присваива-
ются номера с 1cN   по N. 

Для строк матрицы S с номерами m = 1… cN , соответствую-

щими подынтервалам проводник-диэлектрик, элементы mnS  вы-

числяются по формуле 

  
0

1, ,1 ˆiflg  ,  ,
2 1, ,

c
mn mn mn

m = ... N
S I I

n = ... N

    
 (1.7) 

где 

 ln   ;
n

m nmnI r r d     (1.8) 

 ˆ ˆln   .
n

m nmnI r r d     (1.9) 

Для строк матрицы S с номерами m = ( 1cN  )…N, соответст-

вующими подынтервалам диэлектрик-диэлектрик, элементы вы-
числяются по формулам 
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Следующим шагом является подстановка формул (1.2)–(1.6) в 
(1.7)–(1.13). 

Исходя из приведенных формул, можно сделать вывод о 
структуре матрицы S. Условно матрицу S можно разделить на 
подматрицы, причем каждая подматрица будет соответствовать 
определенным подынтервалам. Для каждой подматрицы опреде-
лены свои формулы вычисления элементов согласно выражениям 
(1.7), (1.10) и (1.11) (рис. 2). 

 

 

Рисунок 1.2 – Структура матрицы S 
 
Подробный расчет для каждой области матрицы S можно 

найти в [16]. Из приведенных данных следует, что матрица S яв-
ляется плотной. Также можно сделать выводы о влиянии измене-
ний параметров структуры на матрицу S. Так, при изменении ди-

1 Nc

N
c
 

N 

N 

1 2 

3 4 



– 13 – 

электрической проницаемости   (согласно формуле (1.11)) будут 
изменяться элементы матрицы S на главной диагонали нижней 
правой подматрицы с индексами элементов матрицы больше cN  

(область 4 на рисунке 1.2). При изменении линейных размеров 
проводника могут изменяться все элементы матрицы S. 

После вычисления вектора σ  condN  раз можно рассчитать 

матрицу емкостей. Каждый элемент емкостной матрицы опреде-
ляется следующим образом: 

( )

0

( )
( ) ,

i

j
ij iS

r
C r da


 

  

где индекс i относится к проводнику, по поверхности которого  
производится интегрирование, а индекс j над плотностью заряда  
означает распределение плотности заряда, когда j-й проводник 
находился под потенциалом 1 В, а все остальные — под потен-
циалом нуля. 

На практике часто требуется для получения точных результа-
тов учет частотной зависимости   [17]. При этом решение СЛАУ 
выполняется для каждой частотной точки из диапазона, что уве-
личивает общее время вычисления пропорционально числу час-
тотных точек. Однако, как сказано выше, изменяются не все, а 
только определенные элементы матрицы СЛАУ, поэтому можно 
использовать этот ресурс для ускорения решения СЛАУ. Так, 
описаны усовершенствования алгоритма вычисления емкостных 
матриц одной и той же структуры при многократном изменении 
значения диэлектрической проницаемости [18] и рассмотрено 
применение алгоритма, использующего блочное LU-разложение, 
для вычисления емкостных матриц [19, 20]. Эти усовершенство-
вания апробированы в системе TALGAT [21] на практических за-
дачах. Чем меньше изменяющихся элементов, тем быстрее вы-
полняются повторные вычисления. 

Однако чаще необходимо моделирование при изменении 
размеров структуры, что приводит к изменению элементов мат-
рицы, расположенных в произвольных местах [22]. В данном слу-
чае алгоритм блочного LU-разложения неприменим. В качестве 
первого шага в этом направлении было исследовано уменьшение 
нормы невязки 10-кратного решения систем линейных уравнений, 
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полученных при малом изменении нескольких параметров струк-
туры [23]. 

 

1.3.	Решение	СЛАУ	
1.3.1.	Методы	решения	СЛАУ	

 
Решение СЛАУ вида  

  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
,

...

N N

N N

N N NN N N

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

    


    


    


 (1.14) 

или в матричной форме  

 Ax = b, (1.15) 

где N — порядок матрицы; x = (x1, x2, …, xN) — вектор неизвест-
ных; b = (b1, b2, …, bN) — вектор свободных членов; ( )ijaA  

(i = 1, 2, …, N; j = 1, 2, …, N) — квадратная матрица коэффициен-
тов, заключается в определении вектора неизвестных x. 

Для анализа матрицы СЛАУ применяют портреты. В случае 
разреженной матрицы портретом называют множество пар индек-

сов (i, j), таких что 0ija  :  ( , ) 0ijP i j a A  [24]. Для анализа 

плотных матриц можно использовать несколько множеств, огра-

ниченных значениями, например  1 2 1 2( , ) ( , ) ijP c c i j c a c  A . 

Также портреты можно представлять графически, присвоив каж-
дому множеству свой цвет. 

Методы решения СЛАУ делят на две большие группы. Это 
прямые (или точные) и итерационные методы [25]. К прямым от-
носятся такие, которые позволяют получить решение за конечное 
число элементарных операций [26]. Однако они имеют ряд недос-
татков: накапливание погрешности решения при плохой обуслов-
ленности СЛАУ; как правило, вычислительные затраты пропор-
циональны 3N , что существенно ограничивает их использование. 
Несмотря на перечисленные недостатки, прямые методы широко 
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используются на практике [27], что связано с их сравнительной 
простотой и универсальностью (т.е. они подходят для решения 
широкого класса задач) [25]. Итерационные методы, в отличие от 
прямых, основаны на последовательном приближении к решению 
СЛАУ [28]. С точки зрения вычислительных затрат итерационные 

методы обычно пропорциональны 2
itN N  ( itN — количество ите-

раций). Из этого следует, что при itN N  (а это часто имеет  

место) итерационные методы эффективней прямых. Еще одним 
преимуществом итерационных методов является меньшая по-
грешность при вычислении плохо обусловленных СЛАУ [25]. 

При решении СЛАУ необходимо соблюдать корректность 
постановки задачи [28]. Задача является корректной, если реше-
ние существует и единственно. Для подтверждения существова-
ния единственного решения СЛАУ необходимо и достаточно не-
равенства нулю определителя (детерминанта) матрицы A. Кроме 
того, СЛАУ должна быть устойчива к малым возмущениям вход-
ных данных [28]. Для оценки устойчивости используют число 
обусловленности: 

 cond(A) = 1 ,A A  (1.16) 

а также «естественное» число обусловленности [29] 

1( ) .  x A b x   

Обычно если СЛАУ плохо обусловлена, то число обуслов-
ленности cond(A) >> 1. На практике вычисление обратной мат- 
рицы (A–1) очень трудоемкий процесс, поэтому используют при-
ближенные оценки обусловленности. Один из методов оценки — 

замена 1 max ,i i
k

 A w y  где iy  — случайный вектор, 

i = 1, 2, …, k; iw  — решение системы i iAw y  [29, 30]. 

С ростом числа обусловленности и порядка матрицы растет 
погрешность решения из-за представления чисел с плавающей за-
пятой конечным числом разрядов. Одним из важных следствий 
этого является невозможность получения корректного решения 
СЛАУ прямым методом (метод исключения Гаусса) при росте 
числа обусловленности матриц больших порядков и малой раз-
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рядности представления чисел. Поэтому применяют итерацион-
ные методы решения СЛАУ, поскольку в них погрешность из-за 
конечного числа разрядов много меньше, чем в методе Гаусса, так 
как она не накапливается, а определяется только последней ите-
рацией и не зависит от их числа [13]. Поэтому решение с задан-
ной точностью при росте числа обусловленности матрицы дости-
гается просто увеличением числа итераций. Очевидно, что 
снижение числа обусловленности матрицы позволяет снизить 
время решения с заданной точностью за счет уменьшения числа 
итераций. Кроме того, можно даже уменьшить число разрядов 
представления чисел с плавающей запятой для снижения времени 
вычисления и требований к объему памяти компьютера [31]. 

Следует отметить, что в настоящее время активно развивают-
ся программные средства, позволяющие ускорить решение 
СЛАУ. Ускорение происходит за счет параллельных вычислений, 
которые реализуются путем применения многоядерных процессо-
ров и многопроцессорных станций, кластеров, а также графиче-
ских процессоров. Наиболее популярные программные средства: 
OpenMP — открытый стандарт для распараллеливания программ 
[32]; MPI — программный интерфейс для передачи информации, 
который позволяет обмениваться сообщениями между процесса-
ми [33]; CUDA — программно-аппаратная архитектура парал-
лельных вычислений, которая позволяет существенно увеличить 
вычислительную производительность благодаря использованию 
графических процессоров фирмы Nvidia [34]; GPGPU — техника 
использования графического процессора видеокарты при выпол-
нении расчетов для общих вычислений [35]; POSIX Threads — 
стандарт POSIX реализации потоков (нитей) выполнения [36]; 
Windows API — общее наименование целого набора базовых 
функций интерфейсов программирования приложений операци-
онных систем семейств Microsoft Windows [37], и др. 

Также активно развиваются программные библиотеки для 
решения СЛАУ. Наиболее популярные программные библиотеки: 
LAPACK — библиотека с открытым исходным кодом, содержа-
щая методы для решения основных задач линейной алгебры [38]; 
Automatically Tuned Linear Algebra Software (ATLAS) — про-
граммная библиотека для линейной алгебры [39]; Intel Math 
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Kernel Library (Intel MKL) — библиотека оптимизированных ма-
тематических подпрограмм [40]; Eigen — библиотека линейной 
алгебры для C++ с открытым исходным кодом; Basic Linear 
Algebra Subprograms (BLAS) — стандарт интерфейса программи-
рования приложений для создания библиотек, выполняющих ос-
новные операции линейной алгебры [41], программа написана на 
шаблонах и предназначена для векторно-матричных вычислений 
и связанных с ними операций [42], и др. 

 

1.3.2.	Прямые	методы	
 
Исторически первым прямым методом является метод, осно-

ванный на исключении неизвестных (метод Гаусса). В настоящее 
время разработано большое число различных методов, основан-
ных на методе Гаусса [43], далее рассмотрены наиболее распро-
страненные из них. 

Метод Гаусса 
Это один из самых важных и распространенных прямых ме-

тодов решения СЛАУ [44], который также называют методом по-
следовательного исключения неизвестных. Он известен в различ-
ных вариантах, которые алгебраически тождественны, уже более 
2000 лет [28, 45, 46]. 

Существует множество методов, которые являются модифи-
кациями метода Гаусса. Они отличаются порядком исключения 
неизвестных (этап прямого хода), способами, уменьшающими по-
грешность вычислений. Например, метод Гаусса – Жордана [44, 
47], метод единственного деления [43, 48], с выбором главного 
элемента [43, 49], метод, основанный на LU-разложении [28, 48, 
50], и др. Из перечисленных методов широкое распространение 
получил метод, основанный на LU-разложении. 

Метод LU-разложения 
Метод LU-разложения получен из метода Гаусса путем 

обобщения операций на этапе прямого хода [27, 28]. Метод LU-
разложения заключается в представлении матрицы A в виде про-
изведения двух матриц, т.е. A = LU, где L — нижняя треугольная 
матрица; U — верхняя треугольная матрица с единицами на глав-
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ной диагонали. При выполнении LU-разложения метод Гаусса 
разбивается на два этапа:  

1) вычисление LU-разложения матрицы A;  
2) вычисление вектора решения [27].  
Этот подход позволяет независимо от вектора b разложить 

матрицу A, а затем найти решение системы. Если требуется ре-
шить несколько систем уравнений с фиксированной матрицей A и 
различными векторами b1, b2, …, bp, то этап LU-разложения про-
водится один раз. Затем p раз выполняются вычисления второго 
этапа. Этот подход — главное преимущество перед методом Га-
усса, он позволяет снизить число арифметических операций [27, 
51]. 

Существуют разные версии алгоритма метода LU-
разложения, которые получены путем изменения порядка обра-
ботки элементов [52, 53]. Ниже приведены некоторые из них [50]: 

LU-разложение (ikj-версия): 

1 Для i = 2, …, N 
2  Для k = 1, …, i – 1 
3   ai,k = ai,k / ak,k 
4   Для j = k + 1, …, N 
5    ai,j = ai,j – ai,kak,j 
6   Увеличить j 
7  Увеличить k 
8 Увеличить i 

 
LU-разложение (kji-версия): 

1 Для k = 1, …, N – 1 
2  Для i = k + 1, …, N 
3   ai,k = ai,k / ak,k 
4  Увеличить i 
5  Для j = k + 1, …, N 
6   Для i = k + 1, …, N 
7    ai,j = ai,j – ai,kak,j 
8   Увеличить i 
9  Увеличить j 
10 Увеличить k 

 
LU-разложение (jki-версия): 

1 Для j = 1, …, N 
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2  Для k = 1, …, j – 1 
3   Для i = k + 1, …, N 
4    ai,j = ai,j – ai,kak,j 
5   Увеличить i 
6  Увеличить k 
7  Для i = j + 1, …, N 
8   ai,k = ai,k / ak,k 
9  Увеличить i 
10 Увеличить j 

 
По арифметической сложности эти три версии LU-

разложения не отличаются, но очередность важна для компью-
терной реализации [53, 54]. 

Применение LU-разложения возможно не только для реше-
ния СЛАУ, но и для следующих важных математических опера-
ций: 

– определения обратной матрицы; 
– нахождения собственных значений матрицы; 
– неявного предобусловливания итерационных методов 

(ILU(0), ILUT и др.) [50, 53]. 
 

1.3.3.	Итерационные	методы	
 
Моделирование все более сложных научно-технических задач 

в различных областях знаний требует решения СЛАУ все больше-
го порядка [28]. Прямые методы, несмотря на их простоту и уни-
версальность, не позволяют эффективно решать СЛАУ с больши-
ми порядками из-за возрастающих вычислительных затрат. 
Поэтому в последнее время широко применяются итерационные 
методы. К настоящему времени разработано много различных 
итерационных методов. Ранние итерационные методы получили 
название классических, первые из них возникли еще в XIX веке 
благодаря работам Гаусса – Зейделя [55]. Они основаны на рас-
щеплении исходной матрицы и циклическом изменении вектора 
решения таким образом, чтобы уменьшить норму вектора невязки 
(r = Ax – b). Эта методика получила название релаксации [24]. 
Данные методы редко применяются на практике из-за ряда недос-
татков, например медленной или неустойчивой сходимости и не-
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возможности применения предобусловливания [50], и поэтому 
здесь не рассматриваются. Другое направление развития итераци-
онных методов, используемое и по сей день, основано на подпро-
странствах Крылова. Предпосылкой его стали проекционные ме-
тоды, возникшие в начале 30-х годов XX века [55].  

Проекционные методы 
Класс проекционных методов охватывает методы, исполь-

зующие теорию линейных подпространств. Так, для решения  
систем вида (1.14) задают K и L — два m-мерных линейных под-

пространства пространства NR . Тогда решение сводится к нахо-
ждению такого вектора Kx , чтобы выполнялось условие 

L b Ax , т.е. условие : ( , ) ( , )l L l l  Ax b , называемое услови-

ем Петрова – Галёркина [24]. Если задать начальное приближение 
x0, тогда можно представить x  = x0 + δ  и постановку задачи 
сформулировать следующим образом: найти δ K , чтобы выпол-
нялось условие 0: ( , ) 0l L l   r Aδ  [50]. Далее необходимо вве-

сти матричные базисы в подпространствах K и L, например  
V = [v1, v2, …, vm] из базисных векторов пространства K  
и W = [w1, w2, …, wm] из L. После некоторых преобразований по-
лучим 

   1

1 0 0.T T
 x x V W AV W r  (1.17) 

Из этого условия сразу вытекает важное требование: подпро-
странства K и L и их базисы выбираются так, чтобы матрица 

TW AV  либо была малого порядка, либо имела простую структу-
ру, удобную для обращения [24]. Общий вид алгоритма любого 
проекционного метода: 

1 Выбираем пару подпространств K и L 

2 
Построение для K и L базисов V = [v1, v2, …, vm] и  

W = [w1, w2, …, wm] 
3 Для i = 1, 2, …, пока не достигнута требуемая точность 
4  ri = b – Axi–1 
5  y = (WTAV)–1WTri 
6  xi = xi–1 + Vy 
7 Увеличить i 
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Выбор пространств K и L будет определять вычислительную 
схему метода. Наиболее простой случай, когда подпространства K  
и L одномерны. Тогда соотношение (1.17) принимает вид 

 1 .k k k ky  x x V  (1.18) 

Примером являются методы наискорейшего спуска [24], наи- 
скорейшего уменьшения невязки [56] и Гаусса – Зейделя [55]. За-
частую эти методы обладают медленной сходимостью [56]. 

Выделяются методы, для которых в качестве подпространст-
ва K выбирается подпространство Крылова. Такие методы назы-
вают методами Крыловского типа или методами подпространств 
Крылова [50]. Эти пространства предложил А.Н. Крылов в 
1931 году [57]. Подпространством Крылова размерности m назы-
вают линейное пространство 

  2 1( , ) span , , ,..., .m
mK A V v Av A v A v  (1.19) 

В качестве вектора v обычно выбирается невязка начального 
приближения r0 (r0 = b – Ax0). Выбор подпространства L и способ 
построения базисов подпространства определяют вычислитель-
ную схему метода [56]. 

Предобусловливание 

Проекционные методы не лишены недостатков. Некоторые 
методы медленно сходятся [56], у других может происходить 
стагнация и сбой, что не дает возможности получить решение. 
Наличие таких недостатков объясняется тем, что скорость сходи-
мости сильно зависит от спектральных свойств матрицы системы, 
от обусловленности и даже от начального приближения [56]. Для 
ускорения сходимости применяют методику, называемую предо-
бусловливанием. 

Условно методы предобусловливания делят на два вида: яв-
ные и неявные [58]. Существуют различные методы предобуслов-
ливания, такие как предобусловливание Якоби и Гаусса – Зейделя 
[56]; неполное LU-разложение [50]; полиноминальное предобу-
словливание [24] и др. 
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Явное предобусловливание. Принцип предобусловливания 
заключается в преобразовании системы Ax = b к алгебраически 
эквивалентной системе [56]: 

 ,Ax b   (1.20) 

где 1 1
1 2 , A M AM  2 ,x M x  1

1 ,b M b  матрицы M1, M2 — невы-

рожденные. 
Если M1 = E и M2   E, то предобусловливание называется 

правым, если M1  E и M2 = E — левым, а если M1   E и M2  E,  
то предобусловливание называется двухсторонним. Чаще всего 
используют левое предобусловливание [56], поэтому далее будет 
рассматриваться только оно. При левом предобусловливании сис-
тема (1.20) будет выглядеть следующим образом: 

 1 1 . M Ax M b  (1.21) 

Основные требования к матрице M: «близость» к матрице A, 
легкая вычислимость и обратимость [56]. Выбор M = A приводит 
систему Ax = b к виду Ex = A–1x (E — единичная матрица), что 
дает возможность сразу получить решение, однако это не прак-
тично, так как требует нахождения A–1, что является решением 
системы Ax = b [58]. 

Явное предобусловливание основано на нахождении матрицы 
M–1. Большое распространение получили методы минимизации 
функционала. Основная идея таких методов сводится к миними-
зации 

min ,
FS


B

AB E  

где S — множество разреженных матриц; 
F

  — норма Фробе-

ниуса, которая находится следующим образом: 

22

2
1

,
n

j jF
j

  AB E Ab e  

где jb  — j-й столбец матрицы B.  

Задача нахождения матрицы B (обратной к матрице A) сво-
дится к решению N независимых линейных задач наименьших 
квадратов [59]. 
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Такие алгоритмы трудоемки, но имеют высокий потенциал 
распараллеливания [56, 60]. Самые известные методы минимиза-
ции функционала — это SPAI [61], AINV (подробно описан в 
[62]) и другие [63–65]. 

Один из первых способов предобусловливания основан на 
итерационном методе Якоби [50]. В этом случае матрица предо-
бусловливания M — диагональная матрица, элементы которой 
обратны соответствующим диагональным элементам исходной 
матрицы A. Тогда матрица M будет состоять только из диаго-
нальных элементов, которые равны 1 ,iia  i = 1, 2, …, N. На прак-

тике предобусловливатель Якоби применятся к матрицам, диаго-
нальные элементы которых сильно различаются. В ряде случаев 
это позволяет уменьшить число обусловленности матрицы, а со-
ответственно и число итераций метода [56].  

Неявное предобусловливание. Неявное предобусловливание 
не требует явного вычисления M–1, но требует решения СЛАУ в 
каждой итерации [58], при этом система Ax = b преобразуется к 
виду 

 MAx = Mb. (1.22) 

Большая часть неявных методов основана на представлении 
M = LU, где L и U получены из матрицы sA  путем LU-раз- 

ложения. Матрицу sA  обычно получают из исходной матрицы A 

путем уменьшения количества ненулевых элементов (предфильт-
рации). Способы предфильтрации достаточно разнообразны, они 
отличаются подходами к уменьшению количества ненулевых 
элементов. 

При LU-разложении матрицы L и U получаются более плот-
ными, поэтому часто используют неполное LU-разложение (или 
ILU-разложение) [56]. Введем S — множество позиций, которые 
требуется заполнить в произведении LU. В общем виде ILU-
разложение выглядит следующем образом: 

 
1 ,

впротивном случае

ij ik kk kj ij
ij

ij

a a a a a S
a

a

   


 (1.23) 

для любого k и i, j > k. 
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Самый простой способ ILU-разложения — это ILU(0), в этом 
случае множество S совпадает со множеством ненулевых элемен-
тов матрицы sA  [56]. Более сложные способы, такие как ILU(p) 

[66], ILUT [50] и др., используют анализ значений элементов мат-
рицы sA  для определения необходимости обнуления [58]. 

Способы предфильтрации. Исторически предобусловлива-
ние применялось к разреженным матрицам, однако Л.Ю. Колоти-
линой предложен способ, позволивший использовать предобу-
словливание и для плотных матриц, применив предфильтрацию 
[67]: 

  0,s
ija   если max

ija a   ,  i, j = 1, …, N, (1.24) 

где maxa  — максимальный элемент матрицы;   — порог обнуле-
ния.  

В данном способе используется нормировка элементов по 
максимальному элементу в матрице. Таким образом, предфильт-
рация заключается в получении матрицы sA  из A путем обнуле-

ния незначительных (малых по величине) элементов. Часто ис-
пользуют сравнение значений элементов матрицы с некоторым 
порогом (алгебраическая предфильтрация) [58]. 

В [58] приведен способ, основанный на максимальном эле-
менте в строке: 

0s
ija  , если max

ij ia a   ,  i, j = 1, …, N, 

и описаны способы, использующие нормы матриц, например бес-
конечную: 

0s
ija  , если ija   , где ,   A   i, j = 1, …, N;  

где max i ij
j

a  A . 

Еще один способ предфильтрации реализуется с помощью 
порога обнуления, получаемого из произведения Фробениусовой 
нормы матрицы A и задаваемого допуска обнуления  [68]: 

0s
ija  , если ija   , где 

F
  A ,  i, j = 1, …, N;  
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где 
2

1 1
.

N N
ijF i j

a
 

  A  

Методы подпространства Крылова 

На основе подпространства Крылова разработано много ите-
рационных методов, которые отличаются размерностью m, спосо-
бом выбора подпространства L и способом построения базисов 
[24]. Итерационные методы подпространства Крылова получили 
широкое распространение в конце XX века и активно развивают-
ся в настоящее время [56]. Такие методы получили название ва-
риационных. В таблице 1.1 приведены наиболее популярные из 
них [60]. 

 
Таблица 1.1 – Наиболее популярные итерационные методы 

подпространства Крылова 

Год Автор(ы) Метод Источник 
1950 Lanczos Lanczos [70] 
1951 Arnoldi Arnoldi [71] 
1952 Hestenes, Stiefe CG [72] 
1952 Lanczos Lanczos (CG) [73] 
1975 Paige, Saunders MINRES [74] 
1975 Paige, Saunders SYMMLQ [75] 
1975 Fletcher BiCG [76] 
1976 Concus, Golub CGW [77] 
1977 Vinsome ORTHOMIN [78] 
1977 Meijerink, van der Vorst ICCG [79] 
1978 Widlund CGW [80] 
1980 Jea, Young ORTHODIR [81] 
1981 Saad FOM [81] 
1982 Paige, Saunders LSQR [83] 
1983 Eisenstat et al. GCR [84] 
1986 Saad, Schultz GMRES [85] 
1989 Sonneveld CGS [86] 
1991 Freund and Nachtigal QMR [87] 
1992 van der Vorst BiCGStab [88] 
1993 Gutknecht BiCGStab2 [89] 
1993 Sleijpen, Fokkema BiCGStab(l) [90] 
1994 Freund TFQMR [91] 
1994 Weiss GMERR [92] 
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Окончание таблицы 1.1 

Год Автор(ы) Метод Источник 
1994 Chan et al. QMR-BiCGStab [93] 
1995 Kasenally, Ebrahim GMBACK [94] 
1996 Fokkema et al CGS2 [95] 
1999 de Sturler GCROT [96] 
 
Ниже приведены алгоритмы наиболее распространенных 

итерационных методов. 
 
Алгоритм BiCG 

Впервые метод BiCG (метод бисопряженных градиентов) был 
предложен Ланцошом [73]. В качестве подпространства K выбра-
но пространство Крылова 0( , )mK r A , а в качестве пространства 

L —  ,0
T

mL r A , где 0r  — вектор, при котором ( 0r , 0r )   0. Далее 

строятся два базиса, ортогональных друг другу. Для построения 
биортогонального базиса используется процедура Ланцоша [56]. 
Приближенное решение уточняется по формуле 

 1
0 1,

mm m
  x x V T e  (1.25) 

где 0 0( , )  r r . Метод требует хранить одновременно все базис-

ные векторы или перевычислять их после нахождения коэффици-
ентов, что неэффективно. Поэтому на практике используют сле-
дующий подход. 

Запишем LU-разложение матрицы mT : 

m m mT L U  

и определим матрицу mP  как 

 1.m m m
P V U  (1.26) 

Подставим полученное выражение в (1.25): 

xm = x0 + 1 1
1m m m

 V U L e  = x0 + 1
1m m

P L e  

и по аналогии с (1.26) запишем 

   1T .m m m


P W L  (1.27) 
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Тогда можно записать: 

T 1 T 1 1 1 ,m m m m m m m m m m
     P AP L W AV U L T U D  

где mD  — диагональная матрица с элементами ( , )ii i id v w . 

Если представить столбцы матрицы mP  векторами kp , а 

столбцы матрицы mp  — векторами kp , тогда согласно (1.27) 

можно записать: 

  T , 0.i j i ii j   p Ap Ap p   (1.28) 

Векторы   1

m
i ip  и   1

m
i ip , удовлетворяющие условию (1.28), 

называются бисопряженными [56]. Бисопряженность эквивалент-
на биортогональности скалярного А-произведения, а потому для 
нахождения векторов ip  и p вместо (1.26) и (1.27) можно исполь-

зовать биортогонализацию Ланцоша [58]. 
Используя эту информацию, получим алгоритм метода BiCG: 

Алгоритм 1.1 — BiCG 

1 
Выбрать начальное приближение x0, вычислить r0 = b–Ax0 и  
выбрать 0

~r  так, что (r0, 0r ) ≠ 0 (например, 0r = r0) 

2 p0 = r0, 0p = 0r  

3 Для j = 1, 2, … до сходимости или до Nit
max 

4  Найти zi из системы M zi = ri 

5  Найти iz~  из системы MT iz~  = jr~  

6  αj = (zj, jr~ )/(pj, A jp~ ) 

7  xj+1 = xj+ αjpj 
8  rj+1 = rj+αjA pj 
9  1

~
jr  = jr~ +αj A jp~  

10  βj = (zj+1, 1
~

jr )/(zj, jr~ ) 

11  pj+1 = rj+ βjpj 
12  1

~
jp  = jr~ +βj jp~  

13 Увеличить j 
 
Алгоритм BiCGStab 

Описанный выше алгоритм BiCG обладает рядом недостат-
ков, среди которых неустойчивость, может возникнуть осцилли-
рующее поведение нормы невязки, итерационный процесс может 
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полностью оборваться и его нельзя будет продлить [58]. Это про-
исходит, если коэффициент j = 0. Поэтому разработан алгоритм 

BiCGStab [88]. Далее приведен алгоритм BiCGStab с неявным 
предобусловливанием. 

Алгоритм 1.2 — BiCGStab 

1 Выбрать начальное приближение x0, вычислить r0 = b – A x0 
2 Выбрать вектор r , удовлетворяющий условию (r0, r ) ≠ 0  

(например, r  = r0) 
3 Для i = 1, 2, … до сходимости или до Nit

max 
4  1 1( , )i i   r r  

5  Если i–1  = 0 
6   то метод не может решить данную систему 
7  Если i = 1 
8   pi = ri–1 
9  Иначе 
10   i–1 = (i–1 / i–2) (i–1 / i–1) 
11   pi = ri–1 + i–1(pi–1 – i–1 vi–1) 
12  Найти p~  из системы M p~  = pi 

13  vi = A p~  

14  1 / ( , )i i i  r v  

15  s = ri–1 – i vi 
16  Если ||s||2 / ||r0||2

  Tol 

17   то КОНЕЦ (xi = xi–1 +i p~  – полученное решение) 

18  Найти s~  из системы M s~  = s 
19  t = A s~  
20  i = (t, s) / (t, t) 
21  xi = xi–1 +i p~ +i s~  

22  ri = s – i t 
23  Если ||r||2 / ||r0||2  Tol 

24   то КОНЕЦ (xi – полученное решение) 
25 Увеличить i 

 
Алгоритм CGS 

Основная идея алгоритма CGS заключается в следующем:  
невязку jr  можно выразить как полином от начальной невязки 

0( )j jr p A r . Аналогично полином сопряженного пространства  
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 T
0j jr p A r  . Для BiCG скалярное произведение ( jr , jr ) примет 

вид     T
0 0 0 02( ) , ( ) ,j

j j p A r p A r p A r r  . Это наблюдение привело 

к соотношению 2
0( , )j

j Kx A r , для которого можно записать не-

вязку 02 ( )j
j pr A r . Следовательно, невязка уменьшается в два 

раза быстрее [56]. Далее приведен алгоритм метода CGS. 
 
Алгоритм 1.3 — CGS 

1 Выбрать начальное приближение x0, вычислить r0 = b – A x0 
2 Выбрать вектор r~ , удовлетворяющий условию (r0, r~ ) ≠ 0  

(например, r~  = r0) 
3 Для i = 1, 2, … до сходимости или до Nit

max 
4  1 1( , )i i   r r  

5  Если i–1  = 0 
6   то метод не может решить данную систему 
7  Если i = 1 
8   u1 = r0 
9   p1 = u1 
10  Иначе 
11   i–1 = (i–1 / i–2) 
12   ui = ri + i–1qi–1 
13   pi = ui + i–1(qi–1 + i–1pi–1) 
14  Найти p~ из системы Mp~ =  pi 

15  v~ = Ap~ 

16  i = i–1 / ( r~ ,v~) 

17  qi = ui – i v~ 

18  Найти u~  из системы M u~  = ui + qi 
19  xi = xi – 1 +i u~  
20  q~ = A u~  

21  ri = ri – 1 – i q~  

22  Если ||r||2 / ||r0||2  Tol 

23   то КОНЕЦ (xi – полученное решение) 
24 Увеличить i 
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1.4.	Хранение	разреженных	матриц	
1.4.1.	Определение	разреженной	матрицы	

 
Для уменьшения вычислительных затрат в итерационных ме-

тодах используют предобусловливание. Однако это требует хра-
нения дополнительной матрицы, что увеличивает объем памяти 
компьютера. Особенность дополнительной матрицы в том, что 
она, как правило, является разреженной. Хранить ее можно с по-
мощью любого из форматов хранения разреженных матриц для 
экономии машинной памяти.  

Разреженная матрица — матрица, имеющая преимуществен-
но нулевые элементы. Объем ненулевых элементов в общем слу-
чае определяется для каждой отдельной задачи [97]. Одно из оп-
ределений принадлежит Альварадо (1979): матрица порядка N, 

число ее ненулевых элементов должно выражаться как 1N  , где 
  < 1. Матрица разрежена, если   0,2, и для ленточных матриц, 

если   0,5 [98]. 

Другое определение заключается в том, что матрицу следует 
считать разреженной, если удается извлечь выгоду из наличия в 
ней нулей [97]. Такой выгодой может стать, например, уменьше-
ние памяти компьютера для хранения матрицы в сжатом формате, 
в отличие от формата, не учитывающего наличие нулевых эле-
ментов. 

 

1.4.2.	Форматы	хранения	разреженных	матриц	
 
Существует много различных форматов хранения разрежен-

ных матриц [97, 99]. Они отличаются по степени сжатия матрицы 
и по затратам машинного времени, необходимого для элементар-
ных операций с матрицей (например, поиск элемента, добавление 
нового элемента и др.) [99]. Как правило, форматы, обеспечи-
вающие хорошее сжатие, требуют для операций больше машин-
ного времени и наоборот [97, 99]. Поэтому необходимо выбирать 
формат для каждой конкретной задачи. 

Из наиболее известных следует выделить форматы из двух 
векторов [99], Кнута [100], Рейнболдта и Местеньи [101], Ларкума 
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[102], Шермана [103], разреженный строчный (Compressed Storage 
Row, CSR), разреженный столбцовый (Compressed Storage 
Column, CSC) [104, 105], разреженный неравномерный диаго-
нальный (Jagged Diagonal Storage, JDS) [106], сжатый диагональ-
ный (Compressed Diagonal Storage, CDS) [107], разреженный 
блочный строчный (Sparse Block Compressed Row Storage, 
SBCRS) [108] и др. [109–112]. 

Существуют форматы, предназначенные только для хранения 
определенного вида матриц (симметричных, ленточных и др.). 
Так, формат CDS предназначен для хранения только ленточных 
матриц. 

Рассмотрим самые распространенные форматы хранения раз-
реженных матриц. 

Формат из двух векторов 

При использовании формата из двух векторов матрица хра-
нится в виде двух векторов — I и A [99]. Вектор I содержит но-
мер столбца, A — значения ненулевых элементов. Если элемент в 
векторе I равен нулю, это означает начало строки, при этом эле-
мент вектора A содержит номер следующей строки. Если нули в 
двух векторах, это означает конец матрицы. На рисунке 1.3 при-
веден пример формата. 

Основным преимуществом формата является то, что он обес-
печивает хороший коэффициент сжатия [99], недостатком — 
сложность выполнения элементарных операций, таких как поиск 
и добавление элемента матрицы. 

Формат Кнута 

Формат предложен Д.Э. Кнутом в 1968 г. [100]. Матрица хра-
нится в виде семи векторов — трех основных (AN, I, J) и четырех 
дополнительных (NR, NC, JR, JC). Первый вектор (AN) содержит 
ненулевые элементы матрицы в произвольном порядке. Второй 
(I) и третий (J) векторы содержат индексы столбцов и строк эле-
мента, записанного в первом векторе. Для ускорения поиска не-
нулевого элемента используются дополнительные четыре векто-
ра, в которых хранятся указатели на позиции ненулевого элемента 
в векторе AN.  
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NR — указатель на следующий элемент в строке (NС — в 
столбце) исходной матрицы, а JR — указатель на первый элемент 
в строке (JC — в столбце). На рисунке 1.4 приведен пример пред-
ставления матрицы с помощью формата Кнута. 

Недостаток формата заключается в том, что для хранения ка-
ждого элемента матрицы требуется 5 значений (значения векто-
ров AN, I, J, NR, NC), вследствие чего мал коэффициент сжатия 
[97]. Достоинством формата является легкость добавления (или 
удаления) элементов матрицы, поэтому он хорошо подходит для 
алгоритмов, где нельзя предсказать конечное число ненулевых 
элементов [97] (например, LU-разложение). 

Формат Рейнболдта и Местеньи 

Формат Рейнболдта и Местеньи (1973) является модифика-
ций формата Кнута [101]. В отличие от формата Кнута, векторы 
NR и NC закольцовываются, т.е. последний элемент в строке 
(столбце) содержит указатель на первый элемент строки (столб-
ца). Векторы I, J не хранятся. Формат требует значительно мень-
ше памяти, однако при поиске элемента необходимо просматри-
вать все элементы текущей строки (столбца), так как заранее 
неизвестны индексы ее ненулевых элементов. Пример приведен 
на рисунке 1.5. 

Формат Ларкума 
Усовершенствованный вариант формата Кнута использовался 

Ларкумом (1971) для хранения симметричных (или треугольных) 
матриц (рисунок 1.6) [102]. 

Все элементы главной диагонали (даже если элемент нуле-
вой) и ненулевые элементы матрицы хранятся в векторе AN. Еще 
в двух векторах хранятся указатели на ненулевые элементы: 
NR описывает строку слева направо; NC описывает столбец над 
диагональю снизу вверх. Если добавить еще два аналогичных 
вектора, то можно хранить несимметричные матрицы. 
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Формат Шермана 

Еще один из форматов (рисунок 1.7) для треугольных матриц 
был предложен Шерманом (1975) [103]. Формат состоит из пяти 
векторов. В UD хранятся диагональные элементы, UN — недиа-
гональные ненулевые, IU — указатели на первые элементы строк 
недиагональных элементов, JU — индексы столбцов, которые 
сжаты специальным образом (повторяющиеся индексы столбцов 
для разных строк записываются один раз) (рисунок 1.8), U — ука-
затели на первые элементы столбца вектора JU.  

 

 

Век-
тор 

Индекс элемента 
1 2 3 4 5 6 

UD a11 a22 a33 0 a55  
UN a13 a14 a15 a25 a34 a35 
IU 1 4 5 0* 0*  
U 1 3 1 0 0  

JU** 3 4 5    
       

Рисунок 1.7 – Представление матрицы с помощью формата Шермана 
(* – в данной строке нет элементов; ** – правило сжатия  

представлено на рисунке 1.8) 
 

 
Рисунок 1.8 – Сжатие вектора JU 

 

Формат CSR (CSC) 

Форматы CSR и CSC, предложенные Чангом (1969) и Густав-
соном (1972), широко используются для хранения разреженных 
матриц [104, 105]. Эти форматы предъявляют минимальные тре-
бования к памяти и эффективны для реализации нескольких важ-
ных операций над разреженными матрицами: сложения, умноже-
ния, перестановок строк и столбцов, транспонирования, решения 

1 2 3 4 5

1 a 11 a 13 a 14 a 15

2 a 22 a 25

3 a 33 a 34 a 35

4

5 a 55

Строки 2
Столбцы 3 4 5 5 4 5

JU 3 4 5

31
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СЛАУ с разреженными матрицами как прямыми, так и итераци-
онными методами и т.д. [50]. В формате CSR значения ненулевых 
элементов матрицы и соответствующие им индексы столбцов 
хранятся по строкам в двух векторах (Values — ненулевые эле-
менты, Columns — индексы столбцов). Используется также век-
тор указателей на ненулевые элементы (RowIndex), с которых на-
чинается очередная строка (рисунок 1.9). Формат CSC отличается 
только порядком хранения ненулевых элементов матрицы, так, в 
CSR элементы хранятся по строкам, в CSC — по столбцам, при 
этом используются векторы Values, Rows, ColumnsIndex соот-
ветственно (рисунок 1.10). 

Формат хранения JDS 

На первом шаге сжатия все ненулевые элементы матрицы 
сдвигаются влево, игнорируя нулевые, и хранятся в матрице Val. 
Номера столбцов этих элементов хранятся в отдельной матрице 
Col. Если в строке содержатся только нулевые элементы, то в со-
ответствующих строках матриц Val и Col хранятся нули (рису-
нок 1.11). 

Однако при таком способе хранения возникает избыточность, 
которая устраняется дополнительным сжатием матрицы Val по 
столбцам. В результате получаются три вектора (рисунок 1.12): 
Values (значения ненулевых элементов), Columns (индекс столб-
ца ненулевого элемента), StartPosition (указатель на начальный 
элемент в столбце матрицы Val).  

Сжатый диагональный формат хранения (CDS) 

Сжатый диагональный формат (CDS) описан в [97, 99]. Этот 
формат предназначен для хранения ленточных матриц (матрицы, 
у которых ненулевые элементы расположены только на главной 
диагонали и примыкающих к ней [50]). Исходная матрица пред-
ставляется матрицей Val, где диагонали исходной матрицы хра-
нятся по строкам, начиная слева направо (рисунок 1.13). При этом 
нет необходимости хранить дополнительную информацию [97]. 
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1.5.	Обзор	методов	многократного	решения	СЛАУ	
 
Существуют затратные по времени задачи, в которых необ-

ходимо многократное решение СЛАУ. В случае когда изменяются 
все составляющие СЛАУ, задача многократного решения сводит-
ся к уравнению 

 , 1,2,..., ,k k k k m A x b  (1.29) 

где k — порядковый номер СЛАУ; m — количество СЛАУ. 
Необходимость решения уравнения вида (1.29) возникает во 

многих задачах научных и инженерных вычислений [113], напри-
мер в методах, использующих рекурсивные вычисления наи-
меньших квадратов [114, 115], задачах рассеяния волн [116],  
реставрации изображений [117] и др. Рассмотрим несколько под-
ходов к решению уравнения вида (1.29) [118].  

Частным случаем многократного решения СЛАУ являются 
задачи, в которых неизменной остается одна из составляющих 
СЛАУ, например при неизменной матрице A задача может быть 
записана в виде [119] 

 AX = B, (1.30) 

где X = [x1, …, xm] и B = [b1, …, bm].  
В этом случае задача упрощается и для ее решения могут 

быть использованы итерационные методы. Например, описана 
методика использования подпространства Крылова для такой за-
дачи. При этом подпространство будет выглядеть следующим об-
разом:  

 2 1( , ) span , , ,..., ,m
mK A R R AR A R A R   

где R — блок векторов Nm, а матричные базисы подпространств 
K и L представляются в виде  

 1 2, ,..., ,mV V V V   

где V — блок векторов Nm;  

 1 2, ,..., ,mW W W W   

где W — блок векторов Nm [113, 120].  
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Таким образом, практически любой проекционный итераци-
онный метод может быть адаптирован для решения подобных за-
дач. Например, разработаны новые итерационные методы  
GL-LSQR [120], MHGMRES(m) [121], MEGCR [122] и др. 

Еще одним частным случаем являются задачи, в которых на 
каждом шаге меняется матрица A, а вектор b неизменен. Пример 
такой задачи — вычисление емкостных матриц полосковых 
структур в диапазоне изменения их параметров. Так как вектор b 
неизменен, то 

 , 1,2,..., .k k k m A x b  (1.31) 

Представим задачу вычисления емкостных матриц, получен-
ных из одной и той же структуры при изменении значения ди-
электрической проницаемости [18, 123]. В этом случае изменяют-
ся элементы, находящиеся только на главной диагонали нижней 
правой подматрицы (с индексами элементов матрицы СЛАУ 
больше cN ), соответствующие подынтервалам диэлектрик-ди- 

электрик (см. рисунок 1.2), поэтому можно использовать алго-
ритмы, основанные на блочном LU-разложении [18, 123–125].  
В упомянутых работах показана возможность существенного 
снижения временных затрат.  

Однако при изменении размеров структуры, что приводит к 
изменению элементов матрицы, расположенных в произвольных 
местах [126], использование блочного LU-разложения невозмож-
но. Такие задачи могут решаться итерационными методами с пре-
добусловливанием, причем предобусловливатель, полученный 
для одной матрицы, можно использовать и для других. В качестве 
первого шага в этом направлении было исследовано уменьшение 
нормы невязки 10-кратного решения СЛАУ, полученных при ма-
лом изменении нескольких параметров структуры [23]. Недостат-
ком данного подхода является то, что переформирование предо-
бусловливателя — это трудоемкий процесс, и при сильных 
изменениях в матрице будет требоваться постоянное переформи-
рование, что неэффективно. Однако существуют методы, исполь-
зующие корректировку предобусловливателя [118]. В случае  
неявного предобусловливания корректировка матриц L и U дос-
таточно сложна и почти всегда неэффективна [118]. В случае яв-
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ного предобусловливания существуют методы пошагового при-
ближения к обратной матрице, причем эту процедуру можно по-
вторять на каждом шаге. Однако эти методы отличаются большой 
трудоемкостью, особенно для плотных матриц. 

Таким образом, обзор показал актуальность уменьшения вре-
мени имитационного моделирования. При этом большая часть 
времени приходится на решение СЛАУ, следовательно, уменьшая 
время решения СЛАУ, можно сократить время имитационного 
моделирования в целом. Обзор методов решения СЛАУ выявил 
перспективность использования итерационных методов подпро-
странств Крылова с применением предобусловливателя. При пре-
добусловливании используют разреженную матрицу, полученную 
из исходной путем предфильтрации. Для хранения разреженной 
матрицы служат специальные форматы, что позволяет добиться 
экономии машинной памяти и в перспективе — времени решения 
СЛАУ. 

На практике часто требуется вычисление емкостной матрицы 
при изменении параметров структуры, что очень затратно по вре-
мени, так как приходится многократно решать СЛАУ. Из обзора 
следует, что для решения таких задач можно использовать итера-
ционные методы с предобусловливанием и в перспективе снизить 
временные затраты. 

Цель работы — усовершенствовать алгоритмы решения 
СЛАУ в задачах моделирования ЭМС. 

Для достижения этой цели необходимо решить следующие 
задачи: 

1)  разработать новые алгоритмы итерационных методов ре-
шения СЛАУ с предобусловливанием, использующие форматы 
хранения разреженных матриц; 

2)  разработать новые алгоритмы многократного решения 
СЛАУ итерационными методами с предобусловливанием; 

3)  апробировать полученные алгоритмы и оценить их эффек-
тивность; 

4)  разработать комплекс программ для реализации новых ал-
горитмов. 
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2.	Ускорение	решения	СЛАУ	с	помощью	
форматов	хранения	разреженных	матриц	

2.1.	Аналитические	оценки	сжатия	данных	
 
Для формата хранения разреженных матриц важным показа-

телем является коэффициент сжатия k, который он может обеспе-

чить [127]. Коэффициент сжатия определяется как отношение 2N  
(N — порядок матрицы) к числу хранимых данных в разреженном 
формате. Для определения коэффициента сжатия можно исполь-
зовать подсчет объема данных конкретной матрицы, хранящихся 
в сжатом формате, но удобнее использовать аналитические выра-
жения, позволяющие получить простую оценку числа данных. 
Аналитические выражения определены исходя из структуры кон-
кретного формата хранения. При этом тип данных не учитывается 
(хранятся как сами ненулевые элементы, так и указатели, для ко-
торых требуется меньше машинной памяти). В результате полу-
чена нижняя граница коэффициента сжатия, который зависит от 
порядка матрицы N и количества ненулевых элементов нN  в ней. 

Исключением в рассматриваемых форматах являются формат 
Шермана, который зависит от портрета ненулевых элементов (по-
этому здесь приведены значения для оптимального, обеспечи-
вающего максимальное сжатие, и неоптимального портретов мат-
рицы); формат CDS, который зависит от числа диагоналей, 
содержащих ненулевые элементы ( cN ). В таблице 2.1 представ-

лены полученные выражения для рассматриваемых форматов 
хранения разреженных матриц. Видно, что некоторые форматы 
при одинаковом числе ненулевых элементов нN  имеют одинако-

вый коэффициент сжатия, например формат двух векторов CSR и 
JDS. 

Оценка коэффициента сжатия с помощью числа ненулевых 
элементов не всегда удобна. Это связано с тем, что число ненуле-
вых элементов не может однозначно определить коэффициент 
сжатия формата, так как при одинаковом числе ненулевых эле-
ментов, но при разном порядке коэффициент сжатия будет раз-
ный. Чтобы избежать неоднозначности, предложено использовать 
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оценку числа ненулевых элементов в матрице с помощью показа-
теля плотности матрицы q, представляющего собой отношение 

числа ее ненулевых элементов к 2N .  
 
Таблица 2.1 – Коэффициент сжатия для разных форматов 

Формат Коэффициент сжатия 

Два вектора 2
н(2 )k N N N   

Кнута 2
н(5 2 )k N N N   

Рейнболдта и Местеньи 2
н(3 2 )k N N N   

Ларкума* 2
н(3 )k N N  

Шермана* *** 2
min н(3 ),k N N  *** 2

max н(2 )k N N  

CSR 2
н(2 )k N N N   

JDS 2
н(2 )k N N N   

CDS** 2 ( )ck N N N  

* — только для треугольных матриц; ** — только для ленточных 
матриц; *** — для оптимального (kmax) и неоптимального (kmin) 
портретов матрицы; Nн — число ненулевых элементов матрицы; 
Nc — число диагоналей, содержащих ненулевые элементы 

 
Для примера на рисунке 2.1 представлены рассчитанные по 

полученным формулам (см. таблицу 2.1) зависимости коэффици-
ента сжатия форматов CSR и Кнута от плотности матрицы при 
N = 1000.  

Видно, что формат хранения разреженной матрицы не всегда 
эффективен, т.е. он может не уменьшать, а увеличивать число 
хранимых данных (все значения q на рисунке 2.1, для которых 
k < 1). Очевидно, что для каждого формата существует граница 
эффективности (значение q, при котором k = 1), значение которой 
можно оценить аналитически. В таблице 2.2 приведены формулы 
для оценки плотности матрицы, ниже которой использование 
форматов неэффективно. 
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Рисунок 2.1 – Зависимости коэффициентов сжатия от плотности  

матрицы для форматов Кнута и CSR при N = 1000 
 
Таблица 2.2 – Граница эффективности форматов хранения 

разреженных матриц 

Формат Граница эффективности формата 

Два вектора    2 2100 % 2q N N N   

Кнута    2 2100 % 2 5q N N N   

Рейнболдта и Местеньи    2 2100 % 2 3q N N N   

Ларкума*    2 2100 % 3q N N  

Шермана* 
   *** 2 2

min 100 % 3q N N  

   *** 2 2
max 100 % 2q N N  

CSR    2 2100 % 2q N N N   

JDS    2 2100 % 2q N N N   

CDS**    2 2100 % cq N N N  

* — только для треугольных матриц; ** — только для ленточных 
матриц; *** — для оптимального (qmin) и неоптимального (qmax) 
портретов матрицы; Nc — число диагоналей, содержащих нену- 
левые элементы 
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Оценим зависимость коэффициента сжатия от порядка мат-
рицы. На рисунке 2.2 показаны зависимости k от N при q = 10 % 
для разных форматов. Видно, что коэффициент сжатия с ростом N 
стремится к максимально возможному значению. Предел выра-
жения для k при N   дает аналитическую оценку для опреде-
ления максимального значения k (таблица 2.3). 

 

 
Рисунок 2.2 – Зависимости коэффициентов сжатия k  

от N при q = 10 % для разных форматов 
 
Из рисунка 2.2 видно, что формат CDS обеспечивает мак- 

симальное сжатие, однако он подходит только для ленточных 
матриц и не пригоден для хранения других видов матриц.  

Из таблицы  2.3 следует, что максимальный коэффициент 
сжатия обеспечивают форматы двух векторов, CSR и JDS. Однако 
при выборе формата хранения разреженной матрицы необходимо 
учитывать не только эффективность сжатия формата, но и приме-
нимость его в алгоритмах. Поэтому для дальнейшего использова-
ния выбран формат CSR, так как он наиболее удобен для многих 
важных операций над разреженными матрицами, таких как сло-
жение, умножение, перестановка строк и столбцов, транспониро-
вание, решение СЛАУ с разреженными матрицами прямыми и 
итерационными методами и т.д. [24, 50, 97]. 
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Таблица 2.3 – Максимальный коэффициент сжатия для раз-
ных форматов 

Формат 
Максимальный коэффициент  

сжатия 

Два вектора 1 (2 )k q  

Кнута 1 (5 )k q  

Рейнболдта и Местеньи 1 (3 )k q  

Ларкума* 1 (3 )k q  

Шермана* *** 1 (2 )k q  

CSR 1 (2 )k q  

JDS 1 (2 )k q  

CDS** 1 ( )ck N q  

* — только для треугольных матриц; ** — только для 
ленточных матриц; *** — для оптимального портрета матрицы; 
q — плотность матрицы; Nc — число диагоналей, содержащих 
ненулевые элементы 

 

2.2.	Применение	формата	CSR		
для	ускорения	решения	СЛАУ	
2.2.1.	ILU(0)‐разложение	

 
Для реализации ILU(0)-разложения выбран алгоритм ikj-

версии, так как в этом алгоритме элементы матриц L и U вычис-
ляются по строкам, вследствие чего наиболее выгодно использо-
вать формат CSR. Приведем алгоритм ILU(0)-разложения [106]. 

Алгоритм 2.1 – ILU(0)-разложение (ikj-версия) 

1 Для i = 2, …, N 
2  Для k = 1, …, i – 1 
3   Если ai,k ≠ 0 
4    ai,k = ai,k / ak,k 
5    Для j = k + 1, …, N 
6     Если ai,j ≠ 0 
7      ai,j = ai,j – ai,k ak,j 
8    Увеличить j 
9  Увеличить k 
10 Увеличить i 
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k 
 
i 

Данный алгоритм позволяет пересчитать i-ю строку матрицы 
A в i-ю строку матриц L и U. Первые j–1 строк матрицы A участ-
вуют только в определении j-й строки матриц L и U, что позволя-
ет при вычислениях не хранить их. В формате CSR получить пря-
мой доступ к ненулевому элементу невозможно, так как не 
хранится прямой адрес элемента. Самый простой вариант доступа 
к элементу — использование функции его поиска. Но при этом 
алгоритм будет очень медленным. В результате тестирования ока-
залось, что алгоритм, использующий разреженный формат хране-
ния, работает примерно в 500 раз дольше (для N = 1000) обычного 
алгоритма без сжатия матрицы [127]. Следовательно, алгоритм в 
таком виде использовать нельзя, его необходимо усовершенство-
вать. 

Если отметить элементы матрицы, используемые в цикле по j 
(строки 5–8) алгоритма 2.1, то получится картина, изображенная 
на рисунке 2.3. Как видно, расчет производится с использованием 
строк i и k. Поэтому здесь возможно использование цикла по не-
нулевым элементам в формате CSR. Тогда поиск элементов не 
нужен, операция (строка 7 в алгоритме 2.1) будет выполняться 
только с элементами строк i и k, у которых равны индексы столб-
цов. В результате разработан алгоритм 2.2. 

 
          
 j = 2, 3, … N     
          
          
          

Рисунок 2.3 – Схематичное расположение 
элементов, используемых за один цикл алгоритма  

ILU(0)-разложения (ikj-версия). Штриховкой отмечены  
ненулевые элементы, серым – нулевые,  

белым – элементы, не используемые в цикле 
 
Алгоритм 2.2 – ILU(0)-разложение с использованием форма-

та CSR 

1 Для i = 2, …, N 
2  Для k = 1, …, i – 1 
3   Найти s – номер элемента as

i,k в векторе aelem 
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4   Если aelem(s) ≠ 0 
5    aelem(s) = aelem(s) / Poisk(k,k) 
6   Найти T – номер элемента as

i,k в векторе aelem 
7   Elem1 = T + 1 
8   Найти T – номер элемента as

i,k+1 в векторе aelem 
9   Elem2 = T 
10   pr = Истина 
11   Пока pr = Истина 
12    Если jptr(Elem1) = jptr(Elem2) 
13     aelem(Elem1) = aelem(Elem1) – aelem(T) × 

      aelem(Elem2) 
14     Elem1= Elem1 + 1 

    Elem2 = Elem2 + 1 
15    Если jptr(Elem1) > jptr(Elem2) 
16     Elem2 = Elem2 + 1 
17    Если jptr(Elem1) < jptr(Elem2) 
18     Elem1 = Elem1 + 1 
19    Если iptr(k+1) < Elem2 или iptr(i+1) < Elem2 
20     pr = Ложь 
21  Увеличить k 
22 Увеличить i 

 

В алгоритме 2.2 происходит поиск (строка 3) элемента ,
s
i ka , 

который используется в алгоритме 2.1 в строках 3, 4 и 7, поэтому 
позиция элемента запоминается (переменная s). В строке 5 при-
сутствует функция Poisk(k, k) (алгоритм 2.3), которая предназна-

чена для поиска элемента ,
s
k ka  в матрице, который используется 

для выполнения операции в строке 4 алгоритма 2.1.  
 
Алгоритм 2.3 – Функция поиска Poisk(k, k) 

1 Vhod1 = iptr[k] 
2 Vhod2 = iptr[k+1] 
3 Для i = Vhod1, …, Vhod2 
4  Если jptr[i]=k 
5   Возврат aelem[i] 
6 Увеличить i 

 
Переменная pr сигнализирует, когда достигнут конец строки i 

или k в матрице и требуется прервать цикл. Переменные Elem1  
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и Elem2 определяют текущий элемент в первой (i-й) и второй (k-й) 
строках соответственно. Переход по элементам строк в матрице 
осуществляется в цикле по следующему принципу: сравниваются 
индексы элементов двух текущих строк, индекс с меньшим зна-
чением инкрементируется (строки 15–18), если индексы элемен-
тов равны (т.е. существуют ненулевые элементы в двух строках 
текущего столбца), то выполняется операция и значения индексов 
обеих переменных инкрементируются (строки 12–14). 

Анализ показал, что поиск диагонального элемента в строке 5 
алгоритма 2.2 существенно увеличивает время его работы [128]. 
Поэтому целесообразно ввести в формат хранения дополнитель-
ный вектор Diag, в котором будут храниться указатели на диаго-
нальные элементы. С использованием вектора Diag разработан 
алгоритм 2.4. 

Алгоритм 2.4 обладает недостатком: тратится время на поис-
ки ненулевых элементов матрицы в строках 3, 6, 8. Данные поис-
ки необходимы, так как при использовании формата CSR нет 
прямой ссылки на первый ненулевой элемент в цикле j (строка 5 в 
алгоритме 2.1). Таким образом, если избавиться от поиска нену-
левых элементов, то можно сократить затрачиваемое машинное 
время. 

Обратимся к исходному алгоритму 2.1 и расположим схема-
тично элементы матрицы, используемые в алгоритме, при N = 4 
(рисунок 2.4). Изображения матрицы поделены по шагам так, что 
один шаг соответствует одному значению переменных i и k. Вид-
но, что элементы ika  участвуют в цикле, который всегда начина-

ется с первого элемента строки, и перемещаются по строкам до 
последнего элемента в нижнетреугольной матрице. Данную цик-
личность можно использовать в алгоритме с форматом CSR, по-
скольку движение элемента происходит по строкам. Причем в 
этом случае нет необходимости искать элемент ika  в каждом цик-

ле (строка 3 в алгоритме 2.4).  
В алгоритме 2.4 имеется еще одна особенность: начальный 

элемент цикла kj всегда находится после соответствующего диа-
гонального элемента. Этот факт позволяет исключить поиск эле-
мента kja  (строка 8 алгоритма 2.4).  
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Алгоритм 2.4 – ILU(0)-разложение с использованием форма-
та CSR с дополнительным вектором Diag 

1 Для i = 2, …, N 
2  Для k = 1, …, i – 1 
3   Найти s – номер элемента as

i,k в векторе aelem 
4   Если aelem(s) ≠ 0 
5    aelem(s) = aelem(s) / aelem(Diag(k)) 
6   Найти T – номер элемента as

i,k в векторе aelem 
7   Elem1 = T + 1 
8   Найти T – номер элемента as

i,k+1 в векторе aelem 
9   Elem2 = T 
10   pr = Истина 
11   Пока pr = Истина 
12    Если jptr(Elem1) = jptr(Elem2) 

13 
    aelem(Elem1) = aelem(Elem1) –  
     aelem(T) × aelem(Elem2) 

14 
    Elem1 = Elem1 + 1 
    Elem2 = Elem2 + 1 

15    Если jptr(Elem1) > jptr(Elem2) 
16     Elem2 = Elem2 + 1 
17    Если jptr(Elem1) < jptr(Elem2) 
18     Elem1 = Elem1 + 1 
19    Если iptr(k+1) < Elem2 или iptr(i+1) < Elem2 
20     pr = Ложь 
21  Увеличить k 
22 Увеличить i 

 
С учетом этих особенностей поиски ненулевых элементов в 

алгоритме 2.4 можно исключить. В результате разработан алго-
ритм 2.5. 

Видно, что в алгоритме 2.5 существует избыточность: боль-
шое количество сравнений в строках 19–27. В этих строках про-
исходит сравнение индексов столбцов ненулевых элементов, на-
ходящихся в одной строке, с индексами ненулевых элементов 
другой строки, и если совпадение обнаружено, то выполняется 
операция над этими элементами. Схематично данная операция 
изображена на рисунке 2.5 (результат выполнения операций над 
элементами строк обозначен как Вектор-результат). Для выпол-
нения этой операции необходимо перебирать и сравнивать между 
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собой все индексы столбцов ненулевых элементов двух векторов 
(строк), что неэффективно. 

 

 
Рисунок 2.4 – Схематичное расположение элементов,  

используемых за все циклы ILU(0)-разложения 
 

Алгоритм 2.5 – ILU(0)-разложение с использованием форма-
та CSR без поиска ненулевых элементов 

1 Для i = 2, …, N 
2  s1 = iptr(i) – номер начального элемента 
3  pr1 = Истина 
4  Пока pr1 = Истина Продолжать 
5   k = jptr (s1) 
6   Если k ≥ i 
7    Прервать текущий цикл 
8   aelem(s1) = aelem(s1) / aelem(diag(k)) 
9   s2 = s1 
10   s1 = s1 + 1 
11   y1 = s1 
12   yend1 = iptr(i+1) 
13   y2 = diag(k)+1 

i k j i k j
2 1 2 4 1 2

3 3
4 4

i k j i k j
3 1 2 4 2 3

3 4
4

i k j i k j
3 2 3 4 3 4

4

– a ik – a kj – a ij
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14   yend2 = iptr(k+1) 
15   Если yend1 ≤ y1 или yend2 ≤ y2 
16    Продолжить текущий цикл 
17   pr2 = Истина 
18   Пока pr2 = Истина Продолжать 
19    Если jptr(y1) = jptr(y2)  
20     aelem(y1) = aelem(y1) – aelem(s2) × aelem(y2) 

21 
    y1 = y1 + 1 
    y2 = y2 + 1 

22    Если jptr(y1) > jptr(y2) 
23     y2 = y2 + 1 
24    Если jptr(y1) < jptr(y2) 
25     y1 = y1 + 1 
26    Если iptr(k+1) < y2 или iptr(i+1) < y2 
27     pr2 = Ложь 
28 Увеличить i 

 

 
Рисунок 2.5 – Схематичное изображение операции  
сравнения ненулевых элементов в алгоритме 2.5 

 
Можно воспользоваться временными векторами, так как в 

формате CSR хранятся не только сами элементы (массив aelem), 
но и адреса столбцов, в которых находятся эти элементы (массив 
jptr), что дает возможность построить циклы без дополнительных 
условий. Таким образом, суть предлагаемого усовершенствования 
заключается в том, что операция поиска одинаковых индексов 
столбцов двух векторов (строк) разделена на два этапа. На первом 
этапе создаются векторы tmpvec и tmpjptr: в первый записыва-
ются статусы наличия ненулевых элементов в анализируемом 

 – ненулевой элемент

матрицы

 – нулевой элемент

матрицы (в CSR

не хранится)

Вектор- 
результатy 1 y 2
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векторе (строке), а во втором хранятся соответствующие адреса 
столбцов ненулевых элементов. На втором этапе сравниваются 
элементы второго вектора (строки) с элементами временного век-
тора (tmpvec), и если найдены ненулевые элементы с одинаковы-
ми индексами столбцов, то выполняется соответствующая опера-
ция над элементами. Схематически это показано на рисунке 2.6. 

 

 
Рисунок 2.6 – Схематичное изображение этапов операции  

над ненулевыми элементами в алгоритме ILU(0)-разложения  
с использованием временных векторов 

 
Очевидно, что выгоднее записывать во временные векторы 

данные строки i, поскольку она используется на протяжении всего 
шага по i (см. алгоритм 2.1), т.е. временные векторы будут созда-
ваться один раз и использоваться на протяжении одного шага 
цикла i. С учетом этого разработан алгоритм 2.6. В нем в векторе 
tmpvec хранится значение Истина, если элемент ненулевой, а в 
векторе tmpjptr хранится адрес этого ненулевого элемента. Из 
приведенного алгоритма видно, что необходима дополнительная 
память компьютера для хранения N булевых элементов вектора 
tmpvec и N целочисленных значений их адресов в векторе 
tmpjptr. Такое увеличение машинной памяти по сравнению с па-

Этап 1 Этап 2
tmpvec tmpjptr tmpvec tmpjptr результат

iptr1 f 0 iptr2 f 0

t j 1 t j 1

j 1 f 0 i 1 f 0

j 2 f 0 i 2 f 0

j 3 t j 2 i 3 t j 2

f 0 i 4 f 0

t j 3 t j 3

f 0 f 0
f 0 f 0

 – ненулевой элемент матрицы; t  – Истина

0  – нулевой элемент матрицы (в разреженно- f  – Ложь
строчном формате не хранится)

Вектор-
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мятью для хранения основной матрицы незначительно и далее не 
учитывалось. 

 
Алгоритм 2.6 – ILU(0)-разложение с использованием форма-

та CSR с двумя дополнительными векторами 

1 Для i = 2, …, N 
2  s1 = iptr(i) – номер начального элемента 
3  pr1 = Истина 
4  Для j = s1, …, iptr(i+1) 
5   tmpvec(jptr (j)) = Истина 
6   tmpjptr(jptr (j)) = j 
7  Увеличить j 
8  Пока pr1 = Истина Продолжать 
9   k = jptr (s1) 
10   Если k ≥ i 
11    Прервать текущий цикл 
12   aelem(s1) = aelem(s1) / aelem(diag(k)) 
13   s2 = s1 
14   s1 = s1 + 1 
15   y1 = s1 
16   yend1 = iptr(i+1) 
17   y2 = diag(k)+1 
18   yend2 = iptr(k+1) 
19   Если yend1 ≤ y1 или yend2 ≤ y2 Тогда 
20    Продолжить текущий цикл 
21   Для j = y2, …, yend2 
22    Если tmpvec(jptr(j)) = Истина 

23 
aelem(tmpjptr(jptr(j))) =  
аelem(tmpjptr(jptr(j))) – aelem(s2) × aelem(j) 

24   Увеличить j 
25 Увеличить i 

 

2.2.2.	Использование	разреженного	формата		
в	итерационном	методе	

 
В итерационном методе при неявном предобусловливании на 

каждой итерации решается СЛАУ вида My = z. При этом матрица 
M хранится в формате CSR. Тогда за основу можно взять алго-
ритм 2.7 [24]. 
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Алгоритм 2.7 – Решение СЛАУ с матрицей в формате CSR 

1 Для i = 1, …, N 
2  yi = zi 
3  Для k = iptrL(i), …, iptrL(i+1) 
4   yi = yi – aelemL(k) yjptrL(k) 
5  Увеличить k  
6  zi = yi / aelemL(DiagL(i)) 
7 Увеличить i 
8 Для i = N, …, 1 
9  zi = yi / aelemU(DiagU(i)) 
10  Для k = iptrU(i), …, iptrU(i+1)–1 
11   yi = yi – aelemU(k) yjptrU(k) 
12  Увеличить k 
13 Уменьшить i 

 
Строки 1–7 — прямой ход, строки 8–13 — обратный ход. 

Циклы в строках 3 и 10 выполняют обход по элементам матрицы. 
Приведенный алгоритм требует разделения на подматрицы L 
(массивы aelemL, iptrL и jptrL) и U (массивы aelemL, iptrL и 
jptrL). Однако в рассматриваемом случае такого разделения нет. 
С учетом этой особенности был разработан алгоритм 2.8. 

Алгоритм 2.8 – Решение СЛАУ с матрицей в модифициро-
ванном формате CSR 

1 Для i = 1, …, N 
2  s1 = iptr(i) 
3  s2 = iptr(i+1) 
4  yi = zi 
5  Для k = s1, …, s2 
6   Если jptr(k)<i 
7    yi = yi – aelem(k) yjptr(k) 
8  Увеличить k 
9 Увеличить i 
10 Для i = N, …, 1 
11  s1 = iptr(i) 
12  s2 = iptr(i+1) 
13  Для k = s1, …, s2 
14   Если jptr(k)>i 
15    yi = yi – aelem(k) yjptr(k) 
16  Увеличить k 
17  yi = yi / aelem(Diag(i)) 
18 Уменьшить i 
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Строки 1–9 — прямой ход, 10–18 — обратный ход. Циклы в 
строках 5 и 13 выполняют обход по элементам матрицы. Условие 
в строке 6 обеспечивает обход только элементов нижней тре-
угольной подматрицы L, а условие в строке 14 — верхней тре-
угольной подматрицы U. Тем самым обеспечивается решение без 
разделения на подматрицы L и U, как это сделано в алгоритме 2.7. 

 

2.3.	Вычислительные	эксперименты	
 
Для подтверждения эффективности предложенных алгорит-

мов проведены вычислительные эксперименты [127, 128]. Ис-
пользовался персональный компьютер (при вычислениях не при-
менялось распараллеливание, т.е. работало одно ядро процессора) 
с параметрами: платформа AMD Athlon(tm) 64 X2 Dual; частота 
процессора 2100 МГц; объем ОЗУ 2 Гбайта; число ядер — 2; опе-
рационная система Windows XP. 

Для подтверждения эффективности использования дополни-
тельного вектора Diag проведено сравнение времени работы ал-
горитма 2.2 (T) и алгоритма 2.4 (TD) при различной плотности q 
матрицы M порядка N = 1000. Разная плотность матрицы M полу-
чена с помощью предфильтрации (1.24) с различным порогом об-
нуления .  Результаты сравнения представлены в таблице 2.4. Как 
видно, использование вектора Diag ускоряет ILU(0)-разложение в 
1,14–1,23 раза. 

Далее сравнивались алгоритмы 2.1 (ILU(0)-разложение, ikj-
версия) и 2.4 (ILU(0)-разложение с использованием формата CSR 
с дополнительным вектором Diag). Для реализации выбран ите-
рационный метод BiCGStab, так как используемый совместно с 
неявным предобусловливанием, он хорошо зарекомендовал себя 
при решении СЛАУ с плотной матрицей [58, 129]. Измерялось 
время трех составляющих полного решения СЛАУ: предфильтра-
ции (в алгоритме 2.4, использующем разреженный формат, в ходе 
предфильтрации выполняется и конвертация матрицы в фор-
мат CSR [127]); ILU(0)-разложения; итерационного процесса. 

Оценка временных затрат сделана для трех СЛАУ, матрицы 
которых получены в системе TALGAT последовательным учаще-
нием сегментации границ проводник-диэлектрик и диэлектрик-
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диэлектрик из задачи вычисления электрической емкости двух 
полосок на диэлектрическом слое над идеально проводящей 
плоскостью (рисунок 2.7), для двух вариантов алгоритма 
BiCGStab: без использования формата хранения разреженных 
матриц (T) и с использованием формата CSR с дополнительным 
вектором Diag (Tcsrd). 

 
Таблица 2.4 – Сравнение времени выполнения алгоритмов 2.2  

и 2.4 

  q, % T, с TD, с T / TD 

0,012 59 285 258 1,14 
0,014 56 261 234 1,13 
0,016 53 242 213 1,16 
0,018 50 224 195 1,15 
0,020 47 207 178 1,16 
0,022 45 192 162 1,17 
0,024 42 175 146 1,17 
0,026 40 163 133 1,17 
0,028 38 152 123 1,18 
0,030 36 142 112 1,19 
0,032 35 132 103 1,19 
0,034 33 124 95 1,20 
0,036 31 116 88 1,20 
0,038 30 109 81 1,20 
0,040 29 103 75 1,21 
0,042 27 97 70 1,21 
0,044 26 91 65 1,23 
0,046 25 86 60 1,22 
0,048 24 81 56 1,23 
0,050 23 73 52 1,23 

 
  

 
Рисунок 2.7 – Исследуемая конфигурация – два проводника  

с диэлектриком над идеально проводящей плоскостью 
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В экспериментах использовались матрицы порядка N = 4800, 
6000, 8000. При помощи предфильтрации (1.24) изменялся порог 
обнуления  , меняющий плотность матрицы M. Так, для N = 4800 
порог менялся в диапазоне 0, 1,510–6, …, 1,7510–5; для N = 6000 
— 0, 1,010–7, …, 1,010–5; для N = 8000 — 0, 5,010–3, …, 1,010–1. 
Итерации продолжались, пока относительная норма вектора не-
вязки не становилась меньше 10–6. 

Сравнение времени двух алгоритмов для различных порядков 
матриц приведено на рисунке 2.8. Видно, что ускорение алгорит-
ма с использованием формата CSR получается не при всех значе-
ниях плотности, а только для значений, меньших определенного 
порогового значения. При этом максимальное ускорение от ис-
пользования формата хранения разреженной матрицы достигается 
приблизительно при оптимальном значении порога обнуления, 
соответствующем минимальному времени решения СЛАУ. В таб-
лице 2.5 приведены данные сравнения алгоритмов при различных 
порядках матриц. Видно, что ускорение имеет место на различ-
ных матрицах, изменяясь в пределах от 1,5 до 1,6 раза. Дополни-
тельно приведено время решения методом Гаусса (Tge) и ускоре-
ние относительно него, изменяющееся в пределах от 1,2 до 
4,4 раза (использовался алгоритм решения методом Гаусса, осно-
ванный на LU-разложении и последующем решении. 

Если проанализировать время работы алгоритма решения 
СЛАУ по составляющим, то выясняется, что ускорение получает-
ся именно за счет вычисления ILU(0)-разложения. На рисунке 2.8 
приведено время работы алгоритма ILU(0)-разложения для 
N = 4800 (рисунок 2.8,б), N = 6000 (рисунок 2.8,г), N = 8000 (рису-
нок 2.8,е).  

Вычисление ILU(0)-разложения занимает часть общего вре-
мени решения СЛАУ, следовательно, его сокращение обеспечива-
ет общее ускорение. Ускорение ILU(0)-разложения достигается за 
счет использования формата CSR, так как в данном формате нуле-
вые элементы матрицы не хранятся, а следовательно, не участвуют 
в алгоритме, в отличие от алгоритма, который работает с полной 
матрицей. 
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Рисунок 2.8 – Сравнение времени работы алгоритмов:  
без использования формата хранения разреженных матриц  

(T – время решения СЛАУ методом BiCGStab, ILU(0) – время  
вычисления ILU(0)-разложения); с использованием формата CSR  
с дополнительным вектором Diag (Tcsrd – время решения СЛАУ  

методом BiCGStab, ILUcsrd (0) – время вычисления  
ILU(0)-разложения) 
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Для вычислительного эксперимента с последующими алго-
ритмами использовался персональный компьютер (при вычисле-
ниях не применялось распараллеливание, т.е. работало одно ядро 
процессора) с параметрами: платформа Intel(R) Core(TM) i7 CPU 
970; частота процессора 3,20 ГГц; объем ОЗУ 16 Гбайт; число 
ядер — 6; операционная система Linux Kubuntu11.10 х64. 

 
Таблица 2.5 – Сравнение времени решения СЛАУ разными 

алгоритмами  

N T, с Tcsrd, с T/Tcsrd Tge, с Tge/Tcsrd 

4800 164 101 1,6 129 1,3 
6000 335 206 1,6 254 1,2 
8000 216 140 1,5 616 4,4 

 
Оценка временных затрат сделана на нескольких СЛАУ (по-

лученных последовательным учащением сегментации границ 
проводник-диэлектрик и диэлектрик-диэлектрик из задачи вычис-
ления электрической емкости), решаемых методом BiCGStab с 
использованием предобусловливания по алгоритмам 2.4, 2.5 и 2.6. 
Итерации продолжались, пока относительная норма вектора не-
вязки была больше 10–6. Для оценки ускорения решения СЛАУ 
использовано отношение времени решения СЛАУ по усовершен-
ствованным алгоритмам 2.5 (Ts), 2.6 (Tr) ко времени решения ал-
горитма 2.4 (T). Вид конфигурации 1, состоящей из двух провод-
ников на слое диэлектрика над идеально проводящей плоскостью, 
приведен на рисунке 2.7, а конфигурации 2, состоящей из двух 
проводников (без диэлектрика) над идеально проводящей плоско-
стью, — на рисунке 2.9. Полученные зависимости ускорения ре-
шения СЛАУ от плотности q матрицы M приведены на рисун-
ке 2.10. 

 

 
Рисунок 2.9 – Исследуемая конфигурация – два проводника  

над идеально проводящей плоскостью 
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Из рисунка 2.10 следует, что усовершенствованные алгорит-
мы 2.5 и 2.6 работают быстрее алгоритма 2.4. Максимальные  
ускорения получены при N = 4800: в 1,6 и 2,5 раза. При N = 8000 
максимальные ускорения составили 1,2 и 1,7 раза соответственно.  
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Рисунок 2.10 – Ускорение решения СЛАУ методом BiCGStab  

при использовании алгоритма 2.4 (T) относительно алгоритма 2.5 (Ts)  
и алгоритма 2.6 (Tr) для конфигурации 1 (рисунок 2.7) при N = 4800 (а), 

6000 (в), 8000 (д) и конфигурации 2 (рисунок 2.9)  
при N = 2240 (б), 6800 (г), 7999 (е) 
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Также видно, что при малых плотностях матрицы M ускоре-
ние падает. Этот факт объясняется тем, что в данной работе оп-
тимизировался только этап ILU(0)-разложения, т.е. одна из трех 
составляющих общего времени: предфильтрации (Tp), ILU(0)-
разложения (Tlu) и итерационного процесса (Ti). На рисунке 2.11 
приведено ускорение ILU(0)-разложения при использовании ал-
горитмов 2.5 (Tlus) и 2.6 (Tlur) относительно алгоритма 2.4 (Tlu).  
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Рисунок 2.11 – Ускорение ILU(0)-разложения при использовании  
алгоритма 2.4 (Tlu) относительно алгоритма 2.5 (Tlus) и алгоритма 2.6 

(Tlur) для конфигурации 1 (рисунок 2.7) при N = 4800 (а), 6000 (в),  
8000 (д) и для конфигурации 2 (рисунок 2.9) при N = 2240 (б),  

6800 (г), 7999 (e) 
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Видно, что для N = 4800 максимальное ускорение для алго-
ритма 2.5 составляет 2 раза, а для алгоритма 2.6 — почти 4 раза. 
На всех графиках ускорение увеличивается с уменьшением плот-
ности матрицы. Нет отсутствия ускорения при минимальной 
плотности матрицы, как это наблюдается на рисунке 2.10. 

Показательно сравнение ускорения на разных этапах решения 
при использовании алгоритмов 2.4 и 2.6. Для наглядности зави-
симость соотношения времени этапов решения СЛАУ по алго-
ритму 2.6 от плотности q матрицы M для N = 4800 изображена на 
рисунке 2.12. 

 

 
Рисунок 2.12 – Зависимость соотношения времени,  

затрачиваемого на этапы решения СЛАУ итерационным  
методом с предобусловливанием, от плотности матрицы M  

для N = 4800 
 
Из рисунка 2.12 видно, что при уменьшении плотности мат-

рицы часть времени, затрачиваемая на итерационный процесс, 
увеличивается, а на ILU(0)-разложение (за счет которого получе-
но ускорение) — уменьшается. Следовательно, ускорение общего 
времени решения СЛАУ также уменьшается. Между тем сниже-
ние ускорения при малой плотности матрицы не уменьшает зна-
чимость усовершенствования алгоритма. Действительно, на прак-
тике требуется минимизировать время решения СЛАУ за счет 
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выбора оптимального значения порога обновления. При этом 
время ILU(0)-разложения примерно равно времени итерационно-
го процесса [130]. Следовательно, уменьшение времени вычисле-
ния ILU(0)-разложения весьма важно. 
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3.	Многократное	решение	СЛАУ		
с	изменяющейся	матрицей	итерационными	
методами	с	предобусловливанием	

3.1.	Многократное	решение	СЛАУ		
итерационными	методами		
без	переформирования	предобусловливателя	

3.1.1.	Подходы	к	использованию		
итерационных	методов	при	многократном		
решении	СЛАУ	

 
Для многократного решения СЛАУ с изменяющейся матри-

цей [131, 132] использован итерационный метод с предобуслов-
ливателем, полученным из матрицы первой СЛАУ.  

 

Алгоритм 3.1 – Многократное решение СЛАУ итерационным 
методом с предобусловливанием 

1 Получить матрицу AS из матрицы A1 с помощью предфильтрации 
2 Вычислить матрицу М из матрицы AS  
3 Для k от 1 до m 
4  Итерационно вычислить xi из уравнения МAkxk = Mb с задан-

ной точностью Tol 
5 Увеличить k 

 
В данном алгоритме в качестве способа формирования мат-

рицы предобусловливания использовано ILU(0)-разложение. 
Оценим возможное ускорение от применения итерационного ме-
тода. Если представить его отношением общего времени решения 
m СЛАУ прямым методом (TD) ко времени вычисления по алго-
ритму 3.1, то получим 

 

1

,D
m

PR k
k

mT

T T


 


 (3.1) 

где TPR — время формирования матрицы предобусловливания;  

kT  — время итерационного вычисления kx  с заданной точностью. 
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Предположим, что при решении отдельных СЛАУ kT  сущест-

венно не изменяется и в среднем равно TA. Тогда из (3.1) получим 
усредненное ускорение 

 D
A

PR A

mT

T mT
 


 (3.2) 

и оценку максимального усредненного ускорения 

 max lim .D D
A

m PR A A

mT T

T mT T

 
    

 (3.3) 

Формулы (3.1) и (3.3) имеют важные следствия. 

Следствие 1. Чем больше число решаемых СЛАУ, тем 
меньше ускорение зависит от времени построения предо-
бусловливателя, а значит, от выбора вида предобуслов-
ливания, способа предфильтрации и оптимального значе-
ния допуска обнуления. 

Следствие 2. Поскольку максимальное усреднен-
ное ускорение обратно пропорционально среднему вре-
мени итерационного процесса, то актуально уменьшение 
времени одной итерации и числа итераций. 

При использовании предобусловливания время итерационно-
го процесса зависит от значения допуска обнуления : чем оно 
меньше, тем, вообще говоря, итерационный процесс быстрее. Это 
происходит за счет формирования более плотной матрицы M, что, 
как правило, ведет к уменьшению числа итераций [50]. Оно, оче-
видно, минимально при   = 0. Это следствие делает неэффектив-
ным использование форматов хранения разреженных матриц, так 
как отсутствует экономия памяти. 

Еще одним параметром, влияющим на время итерационного 

процесса, является начальное приближение 0x . Ясно, что чем 0x  
ближе к решению системы, тем меньше итераций потребуется 
итерационному методу для его уточнения. Исходя из этого следу-
ет предположить, что для вектора начального приближения мож-
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но использовать вектор решения предыдущей СЛАУ. Для под-

тверждения этого сравнивались два варианта выбора 0x : фикси-
рованное начальное приближение (все элементы вектора равны 
некоторому значению, в данном случае единице), используемое 
для решения каждой СЛАУ; вектор решения предыдущей СЛАУ.  

Полезно оценить изменение элементов текущей матрицы 
СЛАУ относительно первой. Так как в нашем случае изменяю-
щиеся элементы находятся на главной диагонали и равны между 
собой, рассматривались значения одного элемента матрицы. За-
висимость изменения значений a  от k приведена на рисунке 3.1. 
Матрицы получены для структуры, изображенной на рисунке 2.7. 
Видно, что изменение значений элементов СЛАУ с увеличением k 
становится меньше и не превышает 12 %. Таким образом, для 
данной задачи представляется более выгодным использовать век-
тор решения предыдущей СЛАУ. 

 

 
Рисунок 3.1 – Зависимость a  от k  

 
Часто необходимо моделирование при изменении размеров 

структуры, что приводит к изменению элементов матрицы, рас-
положенных в произвольных местах [126]. В данном случае алго-
ритм, использующий блочное LU-разложение, не применим. По-
этому была рассмотрена возможность многократного решения 
СЛАУ итерационным методом (см. алгоритм 3.1).  
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Для ускорения итерационного процесса рассматривались два 
способа. Первый — это использование в качестве вектора началь-

ного приближения 0x  вектора решения предыдущей СЛАУ, т.е. 
0

1,k kx x  k = 1, 2, …, m (для первой СЛАУ использовался еди-

ничный вектор). Второй способ — это использование матрицы 
предобусловливания М, полученной при решении первой СЛАУ, 
т.е. 1k M M .  

 

3.1.2.	Вычислительный	эксперимент	
 
Для вычислительного эксперимента использовался персо-

нальный компьютер (при вычислениях распараллеливание не 
применялось, т.е. работало одно ядро процессора) со следующими 
параметрами: платформа AMD FX(tm)-8320 Eight-Core Processor; 
частота процессора 3,50 ГГц; объем ОЗУ 16 Гбайт; число ядер — 
8; операционная система Windows 7х64. 

В качестве исследуемой использована простая структура (см. 
рисунок 2.7), полученная в системе TALGAT. Целью моделиро-
вания являлась оценка временных затрат, необходимых для вы-
числения m емкостных матриц. В эксперименте использовалась 
одна структура, но посредством изменения сегментации границ 
проводников и диэлектрика были получены СЛАУ различных по-
рядков (N = 708, 1416, 3540, 4425). В качестве итерационного ме-
тода применялся метод BiCGStab [127, 133]. Предобусловлива-
тель M получен с помощью LU-разложения исходной матрицы. 
Используемые матрицы были проанализированы, результаты ана-
лиза представлены в таблице 3.1 (число обусловленности рассчи-
тано по формуле (1.16)). На рисунке 3.2 приведены портреты мат-
риц, которые получены следующим образом: все элементы 
матрицы сортируются по модулю значений, затем разбиваются на 
четыре группы, каждой группе соответствует свой цвет. Как вид-
но, матрицы имеют схожий характер, поскольку были получены 
увеличением сегментации. 

При вычислениях использовался алгоритм 3.1 с двумя вари-
антами начального приближения: фиксированным и равным век-
тору решения предыдущей СЛАУ. Итерационный процесс про-
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должался, пока относительная норма вектора невязки была боль-
ше 10–6. 

Выбор критерия остановки 10–6 для данной задачи специаль-
но не исследовался. Однако примеры решения одиночных СЛАУ, 
возникающих в электродинамических задачах, как правило, го-
раздо хуже обусловленных, показывают, что относительная точ-
ность 10–6 по норме невязок обеспечивает 7–8 точных знаков по-
сле запятой в решении [130]. 

 
Таблица 3.1 – Характеристики матриц для структуры, пред-

ставленной на рисунке 2.7 

N Nc 
Плотность 

матрицы A, %
Плотность  

матрицы M, % 
Число  

обусловленности

708 288 100 100 1,75108 
1416 576 100 100 5,78108 
3540 1440 100 100 2,19109 
4425 1800 100 100 3,12109 
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Рисунок 3.2 – Портреты матриц при разных N: 708 (а);  
1416 (б); 3540 (в); 4425 (г) 
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Как показали многочисленные эксперименты (на каждой из 
исследуемых матриц с учетом их изменения и обоих вариантов 
начального приближения), максимальное абсолютное значение 
элементов разности векторов решения, полученных методом Га-
усса и итерационным методом, не превышает 10–4. Между тем для 
практики, как правило, приемлема точность 1–2 знака [5]. Число 
итераций при стократном решении приведено на рисунке 3.3. 

 

 
Рисунок 3.3 – Зависимости числа требуемых итераций  
для решения одной СЛАУ от k при разных вариантах  
начального приближения (совпадают для всех N) 

 
Как видно, использование решения предыдущей СЛАУ 

уменьшает число итераций. Далее проведены вычисления с целью 
оценки ускорения решения итерационным методом относительно 
метода Гаусса. Результаты для решения m СЛАУ (с разными N) 
с помощью алгоритма 3.1 приведены в таблице 3.2. Они показы-
вают ускорение при m > 1. С ростом m ускорение растет, достигая 
49 при m = 1000 и N = 4425. В последней строке таблицы приве-
дены значения, полученные по формуле (3.3). Видно, что к ним 
сходятся значения предыдущих строк, что подтверждает возмож-
ность аналитических оценок ускорений по формуле (3.3) без вы-
числительного эксперимента. Также видно, что начальное при-
ближение, равное вектору решения предыдущей СЛАУ, дает 
большее ускорение, чем фиксированное (в 1,4 раза при N = 4425). 

Далее исследовалась структура из одного проводника на ди-
электрической подложке над идеально проводящей плоскостью 
(рисунок 3.4).  
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Целью эксперимента являлась оценка временных затрат для 
вычисления 100 емкостных матриц, полученных путем изменения 
одного из размеров структуры: высоты диэлектрика h (в диапазо-
не 12–112 мкм, или на 933 %); ширины проводника w (в диапазо-
не 18–118 мкм, или на 656 %); высоты проводника t (в диапазоне 
6–106 мкм, или на 1767 %). Количество сегментов на каждом от-
резке структуры не менялось, что обеспечивало постоянство по-
рядка (1600) матриц СЛАУ, необходимое для корректного срав-
нения. Итерации продолжались, пока относительная норма 
вектора невязки была больше 10–8. Для сравнения использовался 
метод исключения Гаусса. 

Для подтверждения эффективности способов ускорения 
предложено сравнить следующие варианты вычислений. В исход-
ном варианте 1 ускорение не использовано. В вариантах 2, 3 спо-
собы ускорений использованы отдельно, а в варианте 4 — совме-
стно. На рисунке 3.5 приведено изменение числа итераций itN  

при решении k-й СЛАУ для каждого из вариантов. 
Анализ полученных данных позволяет сделать несколько вы-

водов. В варианте 1 количество итераций велико и в среднем по-
стоянно, поскольку не используются способы ускорения решения. 
В варианте 2, где в качестве начального приближения выбран 
вектор решения предыдущей СЛАУ, наблюдается небольшое и 
постепенное уменьшение количества итераций, а следовательно, 
времени решения СЛАУ.  

В варианте 3 используется матрица предобусловливания, 
сформированная из матрицы первой СЛАУ. При решении первой 
СЛАУ количество итераций равно 1, а при решении последующих 
СЛАУ оно растет из-за изменений в матрице. В варианте 4 коли-
чество итераций минимально, что приводит к снижению общего 
времени решения всех СЛАУ и доказывает эффективность совме-
стного использования способов ускорения. Также следует отме-
тить, что при изменении разных размеров число итераций для ре-
шения СЛАУ разное. При изменении h и w количество итераций 
меньше, чем при изменении t. Это может быть связано с гораздо 
большими изменениями в матрице СЛАУ. 
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Рисунок 3.5 – Число итераций при решении k-й СЛАУ  
методом BiCGStab для вариантов 1–4  

при изменении h (а); w (б); t (в) 
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Для оценки изменений в матрицах СЛАУ использовались 
нормы матриц изменений 

1kA  и k A , где kA  — матрица 

изменений ( 1k k  A A A ).  

Расчет норм выполнялся по формулам 

1
max ,k ij

i j

a  A    max .k ij
j i

a  A  

Результаты вычислений отношения норм матриц 

2 11k A A , 2k  A A  приведены на рисунке 3.6. Вид-

но, что для t изменения больше, чем для h и w. 
 

 
Рисунок 3.6 – Нормированные (по 100 2  A A  

при изменении t) зависимости отношений норм матриц  
от k, полученных при изменении размеров h, w, t 

 
Полученная матрица была проанализирована, результаты 

анализа представлены в таблице 3.3. На рисунке 3.7 приведен 
портрет матрицы при h = 12 мкм, w = 18 мкм, t = 6 мкм. 

 
Таблица 3.3 – Характеристики матрицы для структуры, пред-

ставленной на рисунке 3.4 

N Nc 
Плотность 

матрицы A, %
Плотность  

матрицы M, %
Число  

обусловленности 

1600 1200 99,23 100 4,49·103 
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Рисунок 3.7 – Портрет матрицы при N = 1600  

(h = 12 мкм, w = 18 мкм, t = 6 мкм) 
 
Портреты матрицы kA  (k = 100) при изменении h, w, t по- 

казаны на рисунке 3.8. Как видно, изменение каждого размера 
имеет свою специфику. 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рисунок 3.8 – Портрет матрицы kA  (k = 100)  

при изменении размеров h (а); w (б); t (в) 
 
Отношение времени для решения k-й СЛАУ методом Гаусса 

TGE  ко времени ее решения методом BiCGStab TBiCGStab в зави- 
симости от k для вариантов 1–4 приведено на рисунке 3.9. 

В проведенных тестах вариант 4 показал максимальное уско-
рение. При небольших изменениях (в пределах 100 %) размеров 
можно получить довольно большое ускорение (10–30 раз). Сни-
жение ускорения к концу многократного решения СЛАУ связано 
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с ростом количества итераций (см. рисунок 3.5) из-за значитель-
ного изменения (до 1767 %) размеров. 

 

  
 а 

   
б 

   
в 

Рисунок 3.9 – Отношение времени решения k-й СЛАУ  
методом Гаусса ко времени ее решения методом BiCGStab  
в зависимости от k для вариантов 1–4 при изменении  

h (а); w (б); t (в) 
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Отношения общего времени решения методом Гаусса ко вре-
мени решения итерационным методом для 100 СЛАУ приведены 
в таблице 3.4. 

 
Таблица 3.4 – Ускорение решения 100 СЛАУ 

Изменяемый  
параметр 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Вариант 4 

h 0,48 1,32 6,49 11,77 
w 0,31 1,15 5,87 10,98 
t 0,37 1,28 2,87 4,92 

 
Из таблицы 3.4 видно, что лучшие результаты имеет вари-

ант 4 с совместным использованием двух способов ускорения. 
Вариант 1 показал замедление решения, поскольку в нем не ис-
пользованы способы ускорения. Для варианта 4 при изменении t 
ускорение меньше, чем при изменении h и w. Это объясняется 
ростом количества итераций из-за накопления изменений значе-
ний элементов в матрице. При этом используемые способы уско-
рения недостаточно эффективны. 

 

3.2.	Выбор	критерия	переформирования	
предобусловливателя	
3.2.1.	Увеличение	числа	итераций		
выше	заданного	порога	

 
Условия переформирования предобусловливателя позволяют 

ускорить многократное решение СЛАУ с изменяющейся матри-
цей итерационным методом [134, 135]. 

Выше показано, что эффективность многократного решения 
СЛАУ итерационным методом снижается, если увеличивается 
разница между первой и текущей матрицами СЛАУ. Это ведет к 
росту числа итераций и замедляет решение итерационным мето-
дом. Корректировка предобусловливателя при неявном предобу-
словливании неэффективна, поэтому такой подход далее не  
исследовался. Вместо корректировки предлагается переформиро-
вывать матрицу М для получения ускорения, когда при решении 
текущей СЛАУ не обеспечивается быстрая сходимость метода. 
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Для формулировки условия переформирования матрицы пре-
добусловливания можно воспользоваться различными критерия-
ми. Первоначально будем использовать переформирование, когда 
текущее число итераций itN  становится выше заданного порога 

MAX
itN . Приведем разработанный алгоритм итерационного реше-

ния m СЛАУ с использованием переформирования матрицы М по 

значению порога числа итераций MAX
itN . 

 
Алгоритм 3.2 – Многократное решение СЛАУ с переформи-

рованием матрицы предобусловливания по порогу числа итера-
ций 

1 Вычислить матрицу М из матрицы A1  
2 Положить Nit = 0 
3 Для k от 1 до m 
4  Если Nit > Nit

MAX и k > 1, то 
5   вычислить матрицу М из матрицы Ak 
6  Итерационно вычислить xk из уравнения МAkxk = Mb  

с заданной точностью 
7  Сохранить число итераций в Nit 
8 Увеличить k 

 
В данном алгоритме в качестве способа формирования мат-

рицы предобусловливания использовано ILU(0)-разложение. 
Предфильтрация не применялась, поскольку при большом числе 
СЛАУ алгоритм многократного решения эффективен при нуле-
вом допуске обнуления. Вначале (строка 1) происходит формиро-
вание матрицы предобусловливания М из матрицы первой СЛАУ. 
Если текущее число итераций превышает порог (строка 4), то 
происходит переформирование матрицы М (строка 5) и дальней-
шее ее использование при решении следующей системы. 

Рассмотрим влияние порога числа итераций на решение. Если 
порог слишком низок, то алгоритм будет вызывать много пере-
формирований (чтобы поддерживать низкое число итераций), 
следовательно, общие затраты времени будут большими. При 
слишком высоком пороге переформирований будет мало, но при 
этом число итераций при решении СЛАУ будет большим, следо-
вательно, общие затраты времени также будут большими. Из при-
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веденных предположений следует, что существует оптимальный 
порог числа итераций, при котором общие затраты времени ми-
нимальны. Для проверки этой гипотезы и для первого исследова-
ния предложенного алгоритма проведен вычислительный экспе-
римент. 

Использовался персональный компьютер, параметры которо-
го указаны в п. 3.1.2. Исследовалась структура из одного провод-
ника на диэлектрической подложке над идеально проводящей 
плоскостью (см. рисунок 3.4) в системе TALGAT. Вычислялось 
100 емкостных матриц, полученных путем изменения высоты 
проводника t в диапазоне 6–106 мкм (на 1767 %). Число сегмен-
тов на границах структуры не менялось для сохранения порядка 
(1600) матриц СЛАУ. Анализ матриц приведен в п. 3.1.2. В каче-
стве итерационного метода использовался метод BiCGStab. Ите-
рации продолжались, пока относительная норма вектора невязки 
была больше 10–8. В качестве начального приближения использо-
валось решение предыдущей системы (для первой использовался 
единичный вектор). 

Были проведены вычисления с различными значениями по- 
рога переформирования. На рисунке 3.10 показано изменение 

числа итераций при минимальном  MAX 2itN   и максимальном  

 MAX 13itN   значениях порога. 

Из рисунка 3.10 видно, что значение порога сильно влияет на 
процесс многократного решения. Так, при минимальном значении 
порога число переформирований велико (12 — по числу миниму-
мов на нижнем графике), а при максимальном оно равно нулю. 

График для MAX
itN  = 2 показателен частотой переформирований: 

она максимальна в начале решения, но уменьшается с ростом k, 
тем самым отражая способность каждой вновь сформированной 
матрицы предобусловливания обеспечить решение с изменяющи-
мися матрицами СЛАУ не более чем за 2 итерации. Для более де-
тального анализа в таблице 3.5 приведены характеристики реше-

ния для каждого значения MAX
itN . 
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Рисунок 3.10 – Зависимости числа итераций при решении  

k-й СЛАУ от k при MAX
itN  = 2 и MAX

itN  = 13 

 
Таблица 3.5 – Характеристики многократного решения СЛАУ  

с переформированием матрицы предобусловливания по порогу 
числа итераций при различных его значениях 

Значение по-
рога пере-
формирова-
ния матрицы 
М ( MAX

itN ) 

Число пе-
реформи-
рований 
матрицы 

M 

Сумма ите-
раций ре-
шения всех 
СЛАУ 

Время  
решения 
всех  

СЛАУ, мс 

Ускорение отно-
сительно алго-
ритма без пере-
формирования 
матрицы M 

2 12 196 53673 0,77 
3 5 249 30701 1,35 
4 2 307 24039 1,72 
5 2 415 29504 1,40 
6 1 416 26040 1,59 
7 1 387 24571 1,68 
8 1 389 24978 1,66 
9 1 487 28903 1,43 
10 1 487 29018 1,43 
11 1 496 29303 1,41 
12 1 666 37122 1,11 
13 0 825 41364 1,00 

 
Как следует из таблицы, при минимальном значении порога 

происходит много переформирований, которые увеличивают об-

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

2
13

Nit
MAX

Nit
k

k



– 81 – 

щее время решения, поскольку время одного переформирования 
велико (около 3500 мс). Среднее число требуемых итераций на 
одно решение очень мало (около 2), поскольку ограничено поро-
гом. Поэтому вклад итераций в общее время решения мал, а ос-
новная часть времени расходуется на переформирования. Приме-
чательно, что они избыточны, поскольку увеличивают время 
решения относительно алгоритма без переформирований (ускоре-

ние 0,77 при MAX
itN = 2). При максимальном значении порога пе-

реформирований нет (ускорение 1,00 при MAX
itN = 13) и общие за-

траты времени определяются затратами на итерации. Но эти 
затраты значительны, несмотря на малое время (около 50 мс) од-
ной итерации, поскольку среднее число итераций увеличилось в 
4 раза. Из анализа данных для промежуточных значений порога 
видно, что существуют его оптимумы: глобальный (4), при кото-
ром достигается максимальное ускорение (1,72), и локальный (7) 
с несколько меньшим ускорением (1,68). Такие ускорения пред-
ставляются существенными, если учесть, что они получены лишь 
за счет переформирований матрицы предобусловливания (до- 
полнительно к ускорениям за счет первого предобусловливания,  
а также использования решения предыдущей СЛАУ в качестве 
начального приближения для последующей). 

Однако у данного подхода есть недостаток, который не по-
зволяет широко использовать его на практике: определить значе-
ние оптимального порога до начала решения не представляется 
возможным. Поэтому актуален поиск условий переформирования, 
не обладающих таким недостатком. 

 

3.2.2.	Среднее	арифметическое	время	решения		
 
В алгоритмах, используемых далее, в качестве способа фор-

мирования матрицы предобусловливания используется LU-разло- 
жение, так как предфильтрация отсутствует (см. п. 3.1.1). По-
скольку матрицы являются плотными, то нет необходимости 
применять ILU(0), потому что при таких условиях ILU(0) полно-
стью повторяет LU. 
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Эффективность итерационного метода при многократном 
решении СЛАУ определяется суммарным временем решения всех 
СЛАУ T : чем меньше это время, тем эффективней метод [132]. 

Без переформирования матрицы M (аналогично (3.1)) 

 
1

,
m

PR k
k

T T T


   (3.4) 

где PRT  — время формирования матрицы предобусловливания М 

из матрицы первой СЛАУ; kT  — время решения k-й СЛАУ; m — 

количество СЛАУ. 
Используя выражение (3.4), рассмотрим изменение среднего 

арифметического времени решения k СЛАУ: 
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Для удобства введем дополнительную величину ks : 
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Теорема  1 . Если ks  монотонно возрастает при k = 1, 2, …, 

*k , … и выполнены условия s1 < TPR и 
* * 1k PR ks T s    для некото-

рого * 1k  , для этого *k  достигается единственный минимум 

функции ( )T k . 

Доказательство. Рассмотрим разность ( 1) ( ),T k T k   тогда 
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Очевидно, что функция ( )T k  убывает, если ks  < TPR , в про-

тивном случае ( ks  > TPR) функция ( )kT k  возрастает. Для наличия 

минимума функции ( )kT k  достаточно выполнения условия 

s1 < TPR и для некоторого конечного *k  
* * 1k PR ks T s   . Теорема 

доказана. 

Теорема  2 . Если при k = 1, 2, … выполняются условия 

kT t  и t < TPR, тогда функция ( )T k  убывает и стремится к t. 

Доказательство. Пусть kT t , тогда согласно выражению 

(3.6) ks  = 0, а 

 1
( 1) ( ) 0.

1 PRT k T k T
k

    


 

Из этого следует, что функция ( )T k  убывает для всех k и со-

гласно равенству (3.5) 

 1
lim ( ) lim .k k PRT k T kt t

k 
    
 

 

Теорема доказана. 

Условия, указанные в теореме 1, выполняются при много-
кратном решении СЛАУ. То есть для монотонного роста ks  дос-

таточно увеличения времени решения k-й СЛАУ kT , что и наблю-

дается (см. п. 3.1.1). Как правило, решение первой СЛАУ 
происходит значительно быстрее, чем время формирования мат-
рицы предобусловливателя, т.е. выполняется условие s1 < TPR. Из 
этого следует, что при многократном решении СЛАУ будет суще-

ствовать единственный минимум функции kT , что позволяет ис-

пользовать его как условие для переформирования предобуслов-
ливателя с помощью LU-разложения (т.е. при выполнении 

условия ( 1)T k   < kT  или 
( 1) ( )

1

T k T k

k k
 




). Из теоремы 2 следу-

ет, что при постоянном kT , что возможно только при постоянном 

и низком числе итераций, функция ( )T k  будет постоянно убы-

вать, а значит, переформирование предобусловливателя не будет 
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происходить, что и не требуется при низком числе итераций. С 
учетом вышеизложенного разработан алгоритм 3.3. 

 
Алгоритм 3.3 – Многократное решение СЛАУ с переформи-

рованием матрицы предобусловливания по увеличению среднего 
арифметического времени решения 

1 Вычислить матрицу предобусловливания М из матрицы A1  
2 Сохранить время решения в TPR 
3 Найти x1 из уравнения МA1x1 = Mb с заданной точностью Tol 
4 Сохранить время решения в T1  
5 T∑ = TPR + T1 
6 Для k от 2 до m 
7  Найти xk из уравнения МAkxk = Mb с заданной точностью Tol 
8  Сохранить время решения в Tk 
9  Если T∑/(k–1) < (T∑ + Tk)/k и k ≠ m 
10   Вычислить матрицу предобусловливания М из матрицы Ak  
11   Сохранить время вычисления в TPR 
12   T∑ = T∑ + TPR 
13  T∑ = T∑ + Tk 
14 Увеличить k 

 
В данном алгоритме в качестве способа формирования мат-

рицы предобусловливания использовано LU-разложение. В стро-
ке 7 выполняется решение СЛАУ итерационным методом. Далее 
проверяется условие для переформирования матрицы предобу-
словливания (строка 9). Если среднее арифметическое значение 

времени решения на шаге k   kT T k   больше, чем на шаге k–1 

  1T k  , то происходит переформирование матрицы предобу-

словливания, которое реализуется в строке 10. 
Для подтверждения сделанного предположения выполнен  

простой эксперимент по вычислению емкости проводника на ди-
электрической подложке над идеально проводящей плоскостью 
(см. рисунок 3.4). Использовался персональный компьютер (без 
распараллеливания, т.е. работало одно ядро процессора) с пара-
метрами: платформа Intel(R) Core (TM) i7; частота процессора 
2,80 ГГц; объем ОЗУ 12 Гбайт; число ядер — 8; операционная 
система Windows 8x64. Применялся итерационный метод 
BiCGStab. Матрицы получены в системе TALGAT. Число сегмен-
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тов на каждом отрезке структуры не менялось для постоянства 
порядка матриц СЛАУ (N = 1600). В качестве способа формиро-
вания матрицы предобусловливания использовалось LU-раз- 
ложение. Для всех СЛАУ вектор b — единичный. Как начальное 
приближение выбрано решение предыдущей системы, для первой 
использовался единичный вектор. Итерации продолжались, пока 
относительная норма вектора невязки была больше 10–8. Зависи-

мости kT  и kT  приведены на рисунке 3.11, из которого видно на-

личие минимума в поведении среднего арифметического значе-
ния (при k = 52), что подтверждает сделанное предположение. 

 

 
Рисунок 3.11 – Зависимости времени решения k-й СЛАУ Tk  

и среднего арифметического ( )T k  от k 

 
Далее для тестирования алгоритма сформировано 100 матриц 

для двух рассмотренных структур. Для структуры 1 (см. рису-
нок 3.4) матрицы порядка N = 1600 получены путем изменения 
высоты проводника t в диапазоне 6, 7, … 106 мкм. Для структу-
ры 2 (рисунок 3.12), представляющей собой модальный фильтр 
[136], матрицы порядка N = 2001 получены путем изменения за-
зоров s в диапазоне 100, 101, … 200 мкм. Учащением сегментации 
получены матрицы порядков 3200 и 3001. 
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Рисунок 3.12 – Вид поперечного сечения структуры 2  
(модальный фильтр): проводники 1, 2 и 3, между которыми  

помещен диэлектрик 4 
 
Полученные матрицы проанализированы, результаты анализа 

представлены в таблице 3.6. На рисунке 3.13 приведены портреты 
матриц при k = 1. 

 

Таблица 3.6 – Характеристики используемых матриц для 
структуры 1 (см. рисунок 3.4) и структуры 2 (см. рисунок 3.12) 

Струк-
тура 

N Nс 
Плотность 

матрицы A, %

Плотность 
матрицы M,

% 

Число  
обусловленности 

1 
1600 1200 99,23 100 4,49103 
3200 2400 99,22 100 9,07103 

2 
2001 1700 97,74 100 2,93108 
3001 2550 97,74 100 6,39108 

 
Достигнутые ускорения решения 100 СЛАУ алгоритмом 3.3 

для структур 1 и 2 по отношению к алгоритму без переформиро-
вания предобусловливателя показаны в таблице 3.7. Здесь же 
приведены результаты, полученные при переформировании пре-
добусловливателя с помощью задания оптимального порога числа 
итераций (см. п. 3.2.1). 

Максимальное ускорение обеспечивает алгоритм с заданием 
оптимального порога числа итераций. Однако этот алгоритм тре-
бует определения значения этого порога путем пошагового поис-
ка. Алгоритм переформирования по увеличению ( )T k  показал  

ускорения, близкие к оптимальным. Отличия составляют не более 
7,6 % (для структуры 2 при N = 3001). 

s

s 

1 

2 

3

4
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Рисунок 3.13 – Портреты матриц при разных N: 1600 (а);  

3200 (б); 2001 (в); 3001 (г) 
 
Таблица 3.7 – Ускорение решения 100 СЛАУ методом 

BiCGStab с переформированием предобусловливателя  

Алгоритм 

Ускорение 

Структура 1 Структура 2 

N = 1600 N = 3200 N = 2001 N = 3001 

По оптимальному 
порогу числа  
итераций ( Opt

itN ) 
1,51 (8) 1,24 (8) 1,62 (10) 1,58 (10) 

По увеличению 
среднего арифмети-
ческого времени 

1,51 1,15 1,60 1,46 

 
На рисунке 3.14 для структур 1 и 2 показано, как меняется 

число итераций при решении k-й СЛАУ с использованием обоих 
алгоритмов: по увеличению ( )T k  и по оптимальному порогу чис-

ла итераций (Opt). 
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Рисунок 3.14 – Число требуемых итераций в зависимости от k  

при использовании алгоритма с переформированием  
предобусловливателя по увеличению ( )T k  и по заданному  
оптимальному порогу числа итераций (Opt) для структуры 1  

при N = 1600 (а), 3200 (б) и структуры 2 при N = 2001 (в), 3001 (г) 
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Видно, что при более позднем переформировании предобу-
словливателя ускорение уменьшается. Например, для структуры 1 
(рисунок 3.14,б) алгоритм по увеличению ( )T k  (переформирова-

ние при k = 56) дает ускорение 1,15, а алгоритм по оптимальному 
порогу — 1,24 (переформирование при k = 39). Таким образом, 
алгоритм по увеличению ( )T k  адаптивно определяет момент пе-

реформирования матрицы предобусловливания при увеличении 
времени итерационного процесса, тем самым минимизируя время 
решения всех СЛАУ (независимо от загрузки центрального про-
цессора рабочей станции посторонними задачами). 

 

3.2.3.	Средняя	арифметическая	сложность	решения	
 
Использование среднего арифметического времени решения 

имеет недостаток, обусловленный трудностью точного измерения 
времени [137]. Поэтому предложено перейти от измерений вре-
мени к расчету сложности алгоритмов [138]. 

Общую сложность решения (без переформирования предобу-
словливателя) m СЛАУ F  можно выразить через среднюю 

арифметическую сложность решения одной СЛАУ F : F mF  . 

Тогда вычислительные затраты многократного решения СЛАУ 
можно отслеживать, контролируя значение текущей средней 

арифметической сложности kF  решения k СЛАУ: k kF F k . 

Для определения сложности будем использовать арифметическую 
сложность Q [137] и O-нотацию. 

Данные подходы применимы в любом итерационном методе. 
Для вычислительного эксперимента выбраны два итерационных 
метода — BiCGStab и CGS [86]. Для получения матрицы предо-
бусловливателя M использовалось LU-разложение.  

При расчете сложности алгоритма BiCGStab учитывалось на-
личие двух возможных условий выхода из итерационного процес-
са (алгоритм 1.2, строки 17 и 24). Полученные оценки сложности 
для LU-разложения, BiCGStab и CGS приведены в таблице 3.8. 
Подробный расчет сложности алгоритмов приведен в разд. 4. 
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Таблица 3.8 – Оценки сложности алгоритмов 

Алгоритм Арифметическая сложность Q O-нотация 

LU-разложение fLU(N) = (10N3–3N2+16N–18)/6 fLU(N) = N3/6 

BiCGStab,  
условие 1  
(выход в строке 17)

f(N, Nit) = 5N2+13N+3+ 
+ Nit (10N2+ +31N+16) + 
+ (Nit–1)(10N2+33N+11) 

f(N, Nit) = 4N2+6N+
+4(Nit–1)(N2+2N) 

BiCGStab,  
условие 2  
(выход в строке 24)

f(N, Nit) = 5N2+ 
+ 8N+2+Nit(20N2+64N+37) 

f(N, Nit) = 2N2+ 
+ 2N+4Nit(N

2+2N) 

CGS f(N, Nit) = 10N2+16N+1+ 
+Nit(20N2+43N+15)+ 

+ (Nit–1)(10N+4) 

f(N, Nit) =  
= 2N2+Nit(8N2+5N)

 
Для верификации оценок проведен вычислительный экспе-

римент. Использовался персональный компьютер, параметры ко-
торого указаны в п. 3.2.2. Матрицы получены в системе TALGAT. 
Для тестирования сформировано по 100 матриц для каждого рас-
сматриваемого случая. Исследованы три структуры. Для структу-
ры 1 (см. рисунок 3.4) матрицы с N = 1600 получены путем изме-
нения высоты проводника t в диапазоне 6, 7, …, 105 мкм. Для 
структуры 2 (см. рисунок 3.12) матрицы с N = 2001 получены пу-
тем изменения зазоров s в диапазоне 100, 101, …, 199 мкм. Для 
структуры 3 (рисунок 3.15), представляющей собой модальный 
фильтр [139], матрицы с N = 1709 получены путем изменения за-
зоров s в диапазоне 16,9; 16,8; …; 7,1 мкм. Далее учащением сег-
ментации получены матрицы порядков 3200, 3001 и 3109 соответ-
ственно. Для всех СЛАУ вектор b — единичный. 

 

 
Рисунок 3.15 – Вид поперечного сечения  

исследуемой структуры – модальный фильтр  
(1–5 – проводники, 6 – диэлектрик) 
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Характеристики матриц для структур 1 и 2 приведены в таб-
лице 3.6. Для структуры 3 результаты анализа сведены в табли-
цу 3.9. На рисунке 3.16 показаны портреты матриц структуры 3. 

 
Таблица 3.9 – Характеристики матриц для структуры 3  

(рисунок 3.15) 

N Nc 
Плотность 

матрицы A, %
Плотность  

матрицы M, %
Число  

обусловленности 

1709 1220 95,9 100 2,57107 

3109 2220 95,9 100 8,29107 

 
Время вычисления и оценки сложности алгоритма LU-

разложения, нормированные по максимальным значениям, пред-
ставлены на рисунке 3.17. Видно, что характер графиков одина-
ков. 

 

                    

а 

                    

б 
Рисунок 3.16 – Портреты матриц для структуры 3  

при разных N: 1709 (а); 3109 (б) 
 
На рисунке 3.18 приведены отклонения нормированных зна-

чений оценок O, Q от нормированного измеренного времени T, 
полученные по формулам 

 100 %,
T O

O
T


    (3.7) 

 100 %.
T Q

Q
T


    (3.8) 

0-25% 

25-50% 

50-75% 

75-100% 

0-25% 

25-50% 

50-75% 

75-100% 



– 92 – 

 
Рисунок 3.17 – Нормированные значения времени  

вычисления T, оценки сложности с помощью О-нотации  
и арифметической сложности Q LU-разложения  

в зависимости от N 
 
Видно, что отклонения не превышают 9 % и уменьшаются с 

ростом N. Таким образом, оценки сложности LU-разложения по-
лучены верно. 

 

 
Рисунок 3.18 – Отклонения оценок сложности ∆O, ∆Q  

LU-разложения в зависимости от N 
 
Для аналогичного сравнения оценок сложности алгоритмов 

методов BiCGStab и CGS использовано 100 СЛАУ. Взята струк-
тура 1 (см. рисунок 3.4) и матрицы порядка N = 1600. Итерации 
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продолжались, пока относительная норма вектора невязки была 
больше 10–8. Для более корректной оценки искусственно увеличе-
но время решения СЛАУ путем использования предобусловлива-
теля Якоби, в котором учитываются только диагональные элемен-
ты матриц. За счет этого увеличилось количество итераций при 
решении СЛАУ и, как следствие, измеряемое время. Время реше-
ния k-й СЛАУ методом BiCGStab (без переформирования пред- 
обусловливателя) и число требуемых итераций представлены на 
рисунке 3.19. Нормированные (по максимальному значению) 
время решения и оценки сложности метода BiCGStab приведены 
на рисунке 3.20. 

Видно, что графики практически совпадают. Для более точ-
ного сравнения на рисунке 3.21 приведены отклонения нормиро-
ванных значений оценок от нормированного измеренного време-
ни (согласно выражениям (3.7) и (3.8)).  

Видно, что отклонения малы (максимальное около 4 %), что 
подтверждает верность оценок. Таким образом, аналитические 
оценки подтверждаются вычислительным экспериментом. 

 

 
Рисунок 3.19 – Число итераций itN  и время решения kT   

k-й СЛАУ методом BiCGStab с предобусловливателем Якоби  
в зависимости от k 
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Рисунок 3.20 – Нормированные значения времени  
решения k-й СЛАУ T и нормированные оценки  

с помощью О-нотации и арифметической сложности Q  
метода BiCGStab с диагональным предобусловливателем  

в зависимости от k 
 

 
Рисунок 3.21 – Отклонения оценок ∆O, ∆Q  
для алгоритма BiCGStab в зависимости от k 

 
Далее приведен разработанный алгоритм многократного ре-

шения СЛАУ с переформированием предобусловливателя, вы-
полняемым на основе оценок из таблицы 3.8. 
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Алгоритм 3.4 – Многократное решение СЛАУ с переформи-
рованием предобусловливателя при увеличении средней сложно-
сти решения k СЛАУ 

1 Вычислить матрицу М из матрицы A1 
2 F∑ = fLU(N) 
3 Найти x1 из уравнения МA1x1 = Mb с заданной точностью Tol 
4 Сохранить количество итераций в Nit 
5 F1 = f (N, Nit) 
6 F∑ = F∑ + F1 
7 Для k от 2 до m 
8  Найти xk из уравнения МAkxk = Mb с заданной точностью Tol
9  Сохранить количество итераций в Nit 
10  Fk = f (N, Nit) 
11  Если F∑ / (k–1) < (F∑ + Fk) / k и k ≠ m 
12   Вычислить матрицу М из матрицы Ak  
13   F∑ = F∑ + fLU(N) 
14  F∑ = F∑ + Fk 
15 Увеличить k 

 
В данном алгоритме в качестве способа формирования мат-

рицы предобусловливания использовано LU-разложение. В F∑ 
хранится значение общей сложности k решенных СЛАУ для от-
слеживания изменения средней сложности, при увеличении кото-
рой (строка 11) происходит переформирование матрицы предобу-
словливания М (строка 12). В противном случае решение 
продолжается без переформирования. В kF  хранится значение 

сложности итерационного процесса (строки 5 и 10). Для каждого 
итерационного метода kF  определяется согласно таблице 3.8. 

Далее выполнен вычислительный эксперимент по многократ-
ному решению СЛАУ с переформированием предобусловливате-
ля. Полученные ускорения решения 100 СЛАУ для структур 1, 2 и 
3 по отношению к алгоритму без переформирования предобу-
словливателя (для каждого итерационного метода отдельно) 
представлены в таблице 3.10. Здесь же приведены результаты, по-
лученные при переформировании предобусловливателя с помо-
щью задания оптимального порога числа итераций (Opt). 
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Таблица 3.10 – Ускорение решения 100 СЛАУ методами 
BiCGStab и CGS с переформированием предобусловливателя  

С
тр
ук
ту
ра

 

N 

По оптимальному 
порогу числа  
итераций (Opt) 

По средней ариф- 
метической слож- 
ности решения  

(O-нотация) 

По средней ариф- 
метической слож- 
ности решения (Q) 

BiCGStab CGS BiCGStab CGS BiCGStab CGS 

1 
1600 1,42 (8) 1,34 (7) 1,20 1,52 1,12 1,40 
3200 1,16 (8) 1,35 (7) 0,92 1,27 0,86 1,01 

2 
2001 1,62 (10) 1,44 (8) 1,60 0,94 1,52 1,05 
3001 1,58 (10) 1,31 (9) 1,55 0,87 1,44 0,95 

3 
1709 1,12 (9) 1,18 (8) 1,55 1,57 1,55 1,57 
3109 1,03 (10) 1,00(16) 1,59 1,33 1,59 1,33 

 
Максимальное ускорение обеспечивает алгоритм с перефор-

мированием предобусловливателя посредством задания опти-
мального порога числа итераций (исключение для структуры 1 
при N = 1600 и использовании метода CGS и для всех тестов 
структуры 3). Ускорение многократного решения СЛАУ предло-
женными алгоритмами не постоянно. Например, метод BiCGStab 
для структуры 1 показал отклонения значений ускорений до 26 %, 
для структуры 2 — не более 9 %, для структуры 3 — 55 %. При 
использовании метода CGS для структуры 1 отклонения состави-
ли до 28 %, а для структуры 2 и 3 — до 35 и 34 % соответственно. 
Такие отклонения объясняются тем, что переформирование пре-
добусловливателя происходит в разные моменты. Для детального 
анализа полученных результатов на рисунке 3.22 показано число 
итераций при решении k-й СЛАУ с использованием приведенных 
алгоритмов для обеих структур при использовании методов 

BiCGStab и CGS. 
Из анализа графиков можно сделать вывод, что при более 

позднем переформировании предобусловливателя ускорение 
уменьшается. Например, для структуры 1 (рисунок 3.22,в) при ис-
пользовании арифметической сложности Q (переформирование 
при pk = 64) ускорение отсутствует, а при использовании опти-

мального порога ускорение составляет 1,16 (переформирование 
при pk = 39).  
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Рисунок 3.22 – Число требуемых итераций алгоритмами  

с оценкой сложности алгоритма по O-нотации (O),  
по арифметической сложности (Q) и использующего  
оптимальный порог числа итераций (Opt) при решении  

методом BiCGStab: для структур 1 при N = 1600 (а), 3200 (в)  
и 2 при N = 2001 (д), 3001 (ж); CGS: для структур 1 при N = 1600 (б), 

3200 (г) и 2 при N = 2001 (е), 3001 (з) 
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В результате можно сделать вывод, что на скорость решения 
СЛАУ сильное влияние оказывает момент переформирования, т.е. 
при каком pk  это происходит. При более позднем переформиро-

вании предобусловливателя ускорение уменьшается. Кроме того, 
замечено, что, чем ближе момент переформирования к m, тем 
меньшее ускорение будет получено. 

 

3.3.	Использование	оптимального		
порядка	решения	
3.3.1.	Алгоритм	с	выбором		
оптимального	порядка	решения	СЛАУ	

 
Рассмотрим подход к выбору оптимальной очередности ре-

шения СЛАУ [135, 138, 140]. 
Одним из ресурсов ускорения представляется использование 

определенной очередности решения СЛАУ. Действительно, поря-
док решения обычно определяется заданным изменением пара-
метра структуры. Но если общее время решения всех СЛАУ зави-
сит от того, какая именно СЛАУ будет решаться первой, какая — 
второй и т.д., то существует оптимальная очередность по крите-
рию минимального времени решения. То, что такая зависимость 
существует, следует из самой сути многократного решения СЛАУ 
итерационным методом с предобусловливанием. Очевидно, что 
она определяется двумя факторами: выбором матрицы для вычис-
ления предобусловливателя (то, какая именно из всех матриц бу-
дет выбрана, влияет на число итераций, требуемых для решения 
последующих СЛАУ), а также использованием решения преды-
дущей СЛАУ в качестве начального приближения текущей (чем 
ближе начальное приближение окажется к решению, тем меньше 
потребуется итераций) [132]. При многовариантном анализе ис-
пользуют несколько основных видов изменения параметра: ли-
нейное, логарифмическое, с заданными пользователем значения-
ми. При оптимизации изменение может быть случайное, причем в 
любом направлении. Рассмотрим самое простое, но широко ис-
пользуемое изменение: линейное. При нем изменение очередно-
сти решения сводится к тривиальному выбору порядка решения, 



– 99 – 

т.е. по возрастанию параметра (прямой порядок) или его убыва-
нию (обратный порядок). 

Отметим, что линейное изменение параметра вовсе не гаран-
тирует монотонного изменения элементов матрицы СЛАУ или ее 
нормы, но может быть частым на практике. В любом случае поле-
зен анализ конкретных структур. Далее рассмотрено линейное 
изменение параметра, что позволяет, меняя только порядок реше-
ния (прямой или обратный), выявить оптимальный порядок. В ре-
зультате разработан общий алгоритм 3.5. В нем в качестве спосо-
ба формирования матрицы предобусловливания использовано 
LU-разложение. 

 
Алгоритм 3.5 – Многократное решение m СЛАУ с выбором 

очередности решения 

1 Задать очередность решения СЛАУ 
2 Вычислить матрицу предобусловливания М из матрицы A1 
3 Для k от 1 до m 
4  Найти xk из уравнения МAkxk = Mb с заданной точностью Tol 
5 Увеличить k 

 

3.3.2.	Вычислительный	эксперимент	
 
Для вычислительного эксперимента использовался персо-

нальный компьютер, параметры которого указаны в п. 3.2.2.  
Исследовались итерационные методы BiCGStab и CGS. Рассмат-
ривались структура 1 (см. рисунок 3.4), структура 2 (см. рису-
нок 3.12) и структура 3 (см. рисунок 3.15). Характеристики ис-
пользуемых матриц для структур 1 и 2 приведены в таблице 3.6, а 
для структуры 3 — в таблице 3.9. В таблице 3.11 представлены 
полученные ускорения при использовании обратного порядка ре-
шения СЛАУ относительно прямого. 

Видно, что для всех структур наблюдается ускорение при ис-
пользовании обратного порядка решения СЛАУ, причем оно по-
лучено для всех N и обоих итерационных методов. Ускорение 
достигается разницей в числе требуемых итераций при решении 

СЛАУ в прямом ( itN  ) и обратном ( itN  ) порядке, выражаемой в 
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площади фигуры, ограниченной кривыми числа итераций (для 
метода BiCGStab — рисунок 3.23, для CGS — рисунок 3.24). 

 
Таблица 3.11 – Ускорение решения 100 СЛАУ методами 

BiCGStab и CGS с переформированием предобусловливателя  

Струк-
тура 

N 
С использованием обратного 
порядка решения СЛАУ 

BiCGStab CGS 

1 
1600 1,76 1,73 
3200 1,63 1,66 

2 
2001 1,71 1,58 
3001 1,84 1,53 

3 
1709 1,82 1,59 
3109 1,83 1,32 

 
Для всех структур при решении СЛАУ в прямом порядке 

число итераций больше, чем при решении в обратном порядке. 
Основная причина этого заключается в разных матрицах СЛАУ, 
из которых получены предобусловливатели: в прямом порядке 
предобусловливатель получен из первой СЛАУ, а в обратном — 
из 100-й.  

На число требуемых итераций повлияла и различная степень 
изменений матрицы СЛАУ в начале (сильная) и конце (слабая) 
диапазона. Результаты эксперимента подтверждают предполо- 
жение о влиянии очередности решения СЛАУ на его эффектив-
ность. 

Таким образом, оценено влияние очередности многократного 
решения СЛАУ итерационным методом на общее время решения 
всех СЛАУ. Полученные ускорения вычислений обратного по-
рядка (до 1,84 раза) относительно вычислений в прямом порядке 
показывают перспективность контроля очередности решения 
СЛАУ. 
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Рисунок 3.23 – Число итераций при многократном решении СЛАУ 

итерационным методом BiCGStab в прямом ( itN  ) и обратном ( itN  )  

порядке для структур: 1 – при N = 1600 (а), 3200 (б);  
2 – при N = 2001 (в), 3001 (г);  
3 – при N = 1709 (д), 3109 (е) 
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Рисунок 3.24 – Число итераций при многократном решении СЛАУ 

итерационным методом CGS в прямом ( itN  ) и обратном ( itN  )  

порядке для структур: 1 – при N = 1600 (а), 3200 (б);  
2 – при N = 2001 (в), 3001 (г);  
3 – при N = 1709 (д), 3109 (е) 
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3.4.	Использование	выбора		
предобусловливателя	
3.4.1.	Алгоритм	с	выбором		
предобусловливателя		

 
Одним из факторов, влияющим на многократное решение 

СЛАУ, является выбор предобусловливателя [135, 138]. Очевид-
но, что он будет влиять на общее время многократного решения 
СЛАУ, так как предобусловливатель будет меняться.  

Как правило, на практике значения параметра структуры ме-
няют в заданном диапазоне, что позволяет выбирать значение па-
раметра для формирования предобусловливателя. Самый простой 
способ — выбрать среднее значение параметра для формирования 
предобусловливателя. На основе предложенного подхода разра-
ботан алгоритм 3.6. В нем в качестве способа формирования мат-
рицы предобусловливания использовано LU-разложение. 

 
Алгоритм 3.6 – Многократное решение СЛАУ с выбором 

матрицы для формирования предобусловливателя 

1 
Выбрать матрицу (i) для вычисления предобусловливателя,  
например i = m / 2 

2 Вычислить матрицу предобусловливания М из матрицы Ai 
3 Для k от 1 до m 
4  Найти xk из уравнения МAkxk = Mb с заданной точностью Tol 
5 Увеличить k 

 

3.4.2.	Вычислительный	эксперимент	
 
Использовался персональный компьютер, параметры которо-

го указаны в п. 3.2.2, и итерационный метод BiCGStab. Рассмат-
ривались структура 1 (см. рисунок 3.4), структура 2 (см. рису-
нок 3.12) и структура 3 (см. рисунок 3.15). Характеристики 
матриц приведены в таблицах 3.6 и 3.9. 

Сначала проведен вычислительный эксперимент с выбором 
50-й матрицы для предобусловливателя и порядка решения с 1-й 
по 100-ю СЛАУ.  



– 104 – 

В таблице 3.12 представлены полученные ускорения относи-
тельно алгоритма с выбором 1-й матрицы для предобусловлива-
ния. 

 
Таблица 3.12 – Ускорение решения 100 СЛАУ методам 

BiCGStab с использованием выбора 50-й матрицы для предобу-
словливателя  

Структура N BiCGStab 

1 
1600 2,07 

3200 2,21 

2 
2001 2,14 

3001 1,94 

3 
1709 1,81 

3109 1,86 

 
Видно, что для всех структур и N наблюдается ускорение (до 

2,21 для структуры 2 при N = 3200). Оно достигается снижением 
общего числа итераций при многократном решении СЛАУ. На 
рисунке 3.25 приведено число итераций при решении k-й СЛАУ 
для случаев с предобусловливателем, полученным из первой (M1) 
и 50-й (M50) матриц СЛАУ.  

Из рисунка следует, что число итераций при формировании 
предобусловливателя из 50-й матрицы СЛАУ значительно мень-
ше, чем при формировании из 1-й, эта разница и объясняет полу-
ченное ускорение. 
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Рисунок 3.25 – Число требуемых итераций в зависимости от k  
при использовании предобусловливателя, полученного  
из первой (M1) и 50-й (M50) матриц СЛАУ для структур:  

1 – при N = 1600 (а), 3200 (б);  
2 – при N = 2001 (в), 3001 (г);  
3 – при N = 1709 (д), 3109 (е) 
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4.	Комплекс	программ	для	решения	СЛАУ	
итерационными	методами	

4.1.	Расчет	сложности	алгоритмов	
 
Расчет оценки сложности алгоритмов выполнен с использо-

ванием данных таблицы 3.8. 
  

4.1.1.	LU‐разложение	
 
Для расчета сложности использовался алгоритм LU-

разложения ikj-версии. 
 
Оценка по O-нотации 

fLU(N) = 
1 3

2 1 1

1
1 .

6
N i N

i k j k
N


   

    

 
Оценка по арифметической сложности 
Расчет числа элементарных операций алгоритма выполнен по 

их видам. 
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Инкремент и сравнение (в алгоритме их количество одинако-
во): 

f (N) =    
1

2 1

1 1 ( )
N i

i k

N i N k
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     1 2 1 1
2 1

6 2

N N N N N
N

   
    


 

3 2 3 2 21 2 3 6 2 3 2 2 2 2
1

2 2 6 2

N N N N N N N N N        
      

 
 

3 2 3 21 2 7 8 2 3
1
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3 2 3 21 6 3 21 24 2 3
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3 3 31 4 20 24 4 20 12 5 3
1 .

2 6 12 3
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В таблице 4.1 приведено полученное количество элементар-
ных операций алгоритма.  

 
Таблица 4.1 – Количество операций алгоритма LU-

разложения 

Операция Количество арифметических операций 

Деление 
2

2

N N
 

Умножение 
3 22 3

6

N N N 
 

Инкремент 
3 2 3

3

N N 
 

Сложение (вычитание) 
3 22 3

6

N N N 
 

Сравнение 
3 2 3

3

N N 
 

Операции присваивания 
3 5 3

3

N N 
 

Итого  3 210 3 16 18 6N N N    
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4.1.2.	BiCGStab	
 
При расчете сложности алгоритма BiCGStab использовался 

алгоритм 1.2. Учитывалось наличие двух возможных условий вы-
хода из итерационного процесса (строки 17 и 24). 

 
Оценка по O-нотации  
BiCGStab, условие 1:  

 2 2( , ) 4 6 4( 1) 2 .it itf N N N N N N N      

BiCGStab, условие 2:  

 2 2( , ) 2 2 4 2 .it itf N N N N N N N     

 
Оценка по арифметической сложности 
В таблице 4.2 приведено полученное количество элементар-

ных операций алгоритма. 
 
Таблица 4.2 – Количество операций алгоритма BiCGStab 

Операция Условие 1 Условие 2 

Деление Nit · (4 + N) + (Nit – 1) · (N + 2) Nit · (2N + 6) 

Умноже-
ние 

N2 + Nit · (N + 1 + 2N + N2 –  
–N + N2 + N + 2N) + N +  

+ (Nit – 1) · ( N2 – N + N2 + 
+ 6N) = N2 + N + Nit · (2N2 + 

+ 5N + 1) +  
+ (Nit – 1)·(2N2 + 5N) 

N2 + Nit · (N + 1 + 2N +  
+N2 – N + N2 + 

+ N + 2N + N2 – N + N2 + 
+ 6N) = N2 + 

+ Nit · (4 N2 + 10N + 1) 

Инкремент 

N2 + N + Nit + Nit · (2N + N2 + 
+ N – 1 + N2 + 2N) + N +  

+ (Nit – 1) · (N2 + N – 1 + N + 
+ N2 + 4N) = N2 + 2N +  

+ Nit · (2N2 + 5N) + (Nit – 1)   
  (2N2 + 6N – 1) 

N2 + N + Nit + Nit · (2N +  
+ N2 + N – 1 + N2 + 2N +  
+ N2 + N – 1 + N + N2 + 

+ 4N) = N2 + N +  
+ Nit · (4N2 + 11 N – 1) 

Сложение 
(вычита-
ние) 

N2 +N + Nit ·(N + 2N + N2 – N + 
+ N2 +N + 2N) + N + (Nit – 1)
  (N2 – N + N2 + 2N + 4N)= 

= N2 + 2N + Nit · (2N2 + 5N) + 
+ (Nit – 1) · (2N2 + 5N) 

N2 +N + Nit · (N + 2N +  
+ N2 – N + N2 +N + 2N +  

+ N2 –N + N2 + 2N + 4N) = 
= N2 + N + Nit · (4N2 + 10N)
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Окончание таблицы 4.2 

Операция Условие 1 Условие 2 

Сравнение 

N2 +N + Nit +Nit · (2N2 + 5N – 
– 1 + 1) + N + (Nit – 1) · (2N2 + 

+ 2N – 1 + 4N + 1) = N2 +  
+ 2N + Nit · (2N2 + 5N + 1) + 

+ (Nit – 1) · (2N2 + 6N) 

N2 + N + Nit + Nit · (2N2 + 
+ 5N – 1 + 1 +2N2 + 2N –  
– 1 + 4N + 1) = N2 + N +  
+ Nit · (4N2 + 11N + 1) 

Операции 
присваи-
вания 

N2 + 5N + 2 + Nit · (N + 2 + 2 + 
+ N + 2N2 + 3N + 1 + 3N + 2 + 

+ 2N + 3) + 1 + N + 
+ (Nit – 1)·(N2 + 3N + 1 + 1 + 
+ 2N + N2 + 3 + 2N + 1 + N + 

+ N + 1 + 2 + N + 1)=  
= N2 + 6N + 3 + Nit · (2N2 + 

+ 10N + 10) + (Nit – 1)   
  (2N2 + 10N + 10) 

N2 + 5N + 2 + Nit · (N + 2 + 
+ 2 + N + 2N2 + 3N + 1 + 
+ 3N + 2 + 2N + 3 + N2 + 
+ 3N + 1 + 1 + 2N + N2 +  

+ 3 + 2N + 1 + 
+ N + N + 1 + 2 + N + 1) = 

= N2 + 5N + 
+ 2 + Nit · (4N2 + 20N + 20) 

Итого 
5N2 + 13N + 3 + Nit (10N2 + 

+ 31N + 16) + 
+ (Nit – 1) · (10N2 + 33N + 11) 

5N2 + 8N + 2 + Nit · (20N2 + 
+ 64N + 37) 

 

4.1.3.	CGS	
 
При расчете сложности алгоритма CGS использовался алго-

ритм 1.3. 
 
Оценка по O-нотации 

 2 2( , ) 2 8 5 .it itf N N N N N N  
 

 
Оценка по арифметической сложности 
В таблице 4.3 приведено полученное количество элементар-

ных операций алгоритма. 
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Таблица 4.3 – Количество операций алгоритма CGS 

Операция Количество арифметических операций 

Деление Nit · (2N + 2) + Nit – 1 

Умножение 

2N2 + N + Nit · (N + N2 – N + N2 + N + N + N2 – N +  
+ 2N + N2 + N) + (Nit – 1) · (3N) = 2N2 + N + Nit · (4N2 + 

+ 3N) + (Nit – 1) · (3N) 

Инкремент 

2N2 +N+ Nit ·(1+N+N+ N2 +N–1+ N+N2 + N2+N– 
– 1+3N+N2+ N) + (Nit–1)·( N)= 

= 2N2 +N+ Nit ·(4 N2+9 N –1) + (Nit–1)·( N) 

Сложение 
(вычитание) 

2N2 + 3N + Nit · (N + N2 – N + N + N2 + N + N2 – N +  
+ 2N + N2 + N) + (Nit – 1) · (3N) = 2N2 + 3N +  

+ Nit · (4N + 4N2) + (Nit – 1) · (3N) 

Сравнение 

2N2 +N + Nit · (1 + N + N2 + N – 1 + N2 + N + N + N2 +  
+ N – 1 + 3N + N2 + 1 + N) + (Nit – 1) · (1 + N) =  
= 2N2 + N + Nit · (9N + 4N2) + (Nit – 1) · (1 + N) 

Операции 
присваивания

2N2 + 10N + 1 + Nit · (N + 2 + N2 + 3N + 1 + 2 + 3N +  
+ N2 + 2 + N + N2 + 3N + 1 + 3 + 4N + N2 + 3 + N) +  

+ (Nit – 1) · (2 + 2N) = 2N2 + 10N + 1 + 
+ Nit · (4N2 + 16N + 14) + (Nit – 1) · (2N + 2) 

Итого 
10N2 + 16N + 1 + Nit · (20N2 + 43N + 15) +  

+ (Nit – 1) · (10N + 4) 

 

4.2.	Программная	реализация	алгоритмов	
 
Ниже приведены исходные коды программ, разработанных на 

основе алгоритмов, предложенных в разделах 2 и 3. Алгоритмы 
реализованы в среде разработки Microsoft Visual C++ 2008. 

 

4.2.1.	Форматы	хранения	разреженных	матриц	
 
ILU(0)-разложение матрицы, хранимой в формате CSR 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 2.2: 

void LU_Alg(int n ,double* &aelem_MatrM,int* &jptr_MatrM,int* 
&iptr_MatrM,int &N_CSR) 
{ 
 int k,i,j,s; 
 int NachStroki, KonSroki, NachStroki1,KonSroki1, TekEl1; 
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 double diaronEl; 
 bool Prodolgat,NashliElem; 
 for (i = 1;i < n;i++) 
 { 
  for (k = 0;k <= (i–1);k++) 
  { 
   TekEl1 = –1; 
   for (j = iptr_MatrM[k]; j <= iptr_MatrM[k+1];j++) 
   { 
    if (jptr_MatrM[k] == k) 
    { 
     TekEl1 = j; 
     break; 
    } 
    if (jptr_MatrM[k] > k) 
     break; 
   } 
   diaronEl = aelem_MatrM[TekEl1];  
   NashliElem = false; 
   NachStroki = iptr_MatrM[i]; 
   KonSroki = iptr_MatrM[i+1]; 
   NachStroki1 = iptr_MatrM[k]; 
   KonSroki1 = iptr_MatrM[k+1]; 
   for (s = NachStroki;s < KonSroki;s++) 
   { 
    if(jptr_MatrM[s] == k) 
    { 
     aelem_MatrM[s] = aelem_MatrM[s]/diaronEl; 
     TekEl1 = s; 
     NashliElem = true; 
     NachStroki = s; 
     break; 
    } 
    if (jptr_MatrM[s]>k) 
     break; 
   } 
   if (NashliElem) 
   { 
    while (jptr_MatrM[NachStroki]<(k+1)) 
     NachStroki++; 
    while (jptr_MatrM[NachStroki1]<(k+1)) 
     NachStroki1++; 
    if (KonSroki1 <= NachStroki1) 
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     continue; 
    if (KonSroki <= NachStroki) 
     continue; 
    Prodolgat = true; 
    while (Prodolgat)  
    { 
     if (jptr_MatrM[NachStroki] ==  
      jptr_MatrM[NachStroki1]) 
     { 
      aelem_MatrM[NachStroki] –= 
 aelem_MatrM[TekEl1] *  aelem_MatrM[NachStroki1]; 
      NachStroki++; 
      NachStroki1++; 
     } 
     if 
(jptr_MatrM[NachStroki]>jptr_MatrM[NachStroki1]) 
      NachStroki1++; 
     if 
(jptr_MatrM[NachStroki1]>jptr_MatrM[NachStroki]) 
      NachStroki++; 
     if (NachStroki1 >= KonSroki1) 
      Prodolgat = false; 
     if (NachStroki >= KonSroki) 
      Prodolgat = false; 
    } 
   } 
  } 
 } 
} 

 
ILU(0)-разложение матрицы с использованием формата 

CSR с дополнительным вектором Diag 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 2.4: 

void LU_Alg_Diag(int n ,double* &aelem_MatrM,int* &jptr_MatrM,int* 
&iptr_MatrM,int* &UdialM,int &N_CSR) 
{ 
 int k,i, s; 
 int NachStroki,KonSroki, NachStroki1,KonSroki1, TekEl1; 
 double diaronEl; 
 bool Prodolgat,NashliElem; 
 for (i = 1;i<n;i++) 
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 { 
  for (k = 0;k <= (i–1);k++) 
  { 
   TekEl1 = UdialM[k]; 
   diaronEl = aelem_MatrM[TekEl1];  
   NashliElem = false; 
   NachStroki = iptr_MatrM[i]; 
   KonSroki = iptr_MatrM[i+1]; 
   NachStroki1 = iptr_MatrM[k]; 
   KonSroki1 = iptr_MatrM[k+1]; 
   for (s = NachStroki;s<KonSroki;s++) 
   { 
    if(jptr_MatrM[s] == k) 
    { 
     aelem_MatrM[s] = aelem_MatrM[s]/diaronEl; 
     TekEl1 = s; 
     NashliElem = true; 
     NachStroki = s; 
     break; 
    } 
    if (jptr_MatrM[s] > k) 
     break; 
   } 
   if (NashliElem) 
   { 
    while (jptr_MatrM[NachStroki] < (k+1)) 
     NachStroki++; 
    while (jptr_MatrM[NachStroki1] < (k+1)) 
     NachStroki1++; 
    if (KonSroki1 <= NachStroki1) 
     continue; 
    if (KonSroki <= NachStroki) 
     continue; 
    Prodolgat = true; 
    while (Prodolgat)  
    { 
     if (jptr_MatrM[NachStroki] ==  
      jptr_MatrM[NachStroki1]) 
     { 
      aelem_MatrM[NachStroki] –= 
 aelem_MatrM[TekEl1] * aelem_MatrM[NachStroki1]; 
      NachStroki++; 
      NachStroki1++; 
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     } 
     if 
(jptr_MatrM[NachStroki]>jptr_MatrM[NachStroki1]) 
      NachStroki1++; 
     if 
(jptr_MatrM[NachStroki1]>jptr_MatrM[NachStroki]) 
      NachStroki++; 
     if (NachStroki1 >= KonSroki1) 
      Prodolgat = false; 
     if (NachStroki >= KonSroki) 
      Prodolgat = false; 
    } 
   } 
  } 
 } 
} 

 
ILU(0)-разложение с использованием формата CSR с дву-

мя дополнительными векторами 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 2.6: 

void LU_Alg_Diag_Modif(int n ,double* &aelem_MatrM,int* 
&jptr_MatrM,int* &iptr_MatrM,int* &UdialM,int &N_CSR) 
{ 
 int k,i,j; 
 int NachStroki, KonSroki, NachStrokiOsn, NachStroki1, KonSroki1, 
TekEl1; 
 bool ProdolgatOsn; 
 bool *Line; 
 int *Line1; 
 Line = new bool [n]; 
 Line1 = new int [n]; 
 for (j = 0;j<n;j++) 
 { 
  Line[j] = false; 
  Line1[j] = 0; 
 } 
 for (i = 1;i<n;i++) 
 { 
  NachStrokiOsn = iptr_MatrM[i]; 
  for (j = NachStrokiOsn;j < iptr_MatrM[i+1];j++){ 
   Line[jptr_MatrM[j]] = true; 
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   Line1[jptr_MatrM[j]] = j; 
  } 
  ProdolgatOsn = true; 
  while (ProdolgatOsn)  
  { 
   k = jptr_MatrM[NachStrokiOsn]; 
   if (k >= i) 
    break; 
   TekEl1 = UdialM[k]; 
   aelem_MatrM[NachStrokiOsn] =  
 aelem_MatrM[NachStrokiOsn] /aelem_MatrM[TekEl1]; 
   TekEl1 = NachStrokiOsn; 
   NachStrokiOsn++; 
   NachStroki = NachStrokiOsn; 
   KonSroki = iptr_MatrM[i+1]; 
   NachStroki1 = UdialM[k]; 
   KonSroki1 = iptr_MatrM[k+1]; 
   NachStroki1++; 
   if (KonSroki1 <= NachStroki1 || KonSroki <= NachStroki) 
    continue; 
   for (j = NachStroki1;j < KonSroki1;j++) 
   { 
    if (Line[jptr_MatrM[j]]) 
     aelem_MatrM[Line1[jptr_MatrM[j]]] –=  
     aelem_MatrM[TekEl1]*aelem_MatrM[j]; 
   } 
  } 
  for (j = 0;j<n;j++) 
   Line[j] = false; 
 } 
} 

 
Решение СЛАУ с матрицей в модифицированном  

формате CSR 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 2.8: 

void Solve_Mb_x(int n, double* &VecB,double* &VecX,double* 
&aelem_MatrM,int* &UdialM, int* &jptr_MatrM, int* &iptr_MatrM,int 
&N_CSR) 

{ 
 double res1,res2,res3; 
 int i,j,k,NachStroki,KonSroki; 
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 //Прямой ход 
 double* VecXv; 
 VecXv = new double[n]; 
 for (i = 0;i < n;i++) 
  VecXv[i] = VecX[i]; 
 for (i = 0;i < n;i++) 
 { 
  NachStroki = iptr_MatrM[i]; 
  KonSroki = iptr_MatrM[i+1]; 
  VecB[i] = VecXv[i]; 
  for (j = NachStroki;j<KonSroki;j++) 
  { 
   k = jptr_MatrM[j]; 
   if (k >= i)  
    continue; 
   if (i != 0)  
   { 
    res1 = VecB[i]; 
    res2 = VecXv[k]; 
    res3 = aelem_MatrM[j]; 
    VecB[i] = res1–res2*res3; 
   } 
  } 
  VecXv[i] = VecB[i]; 
 } 
 //Обратный ход 
 for (i = (n–1);i >= 0;i– –) 
 { 
  NachStroki = iptr_MatrM[i]; 
  KonSroki = iptr_MatrM[i+1]; 
  for (j = NachStroki;j<KonSroki;j++) 
  { 
   k = jptr_MatrM[j]; 
   if (k <= i)  
    continue; 
   VecB[i] = VecB[i]–VecXv[k]*aelem_MatrM[j]; 
  } 
  res1 = aelem_MatrM[UdialM[i]]; 
  VecXv[i] = VecB[i]/res1; 
 } 
 for (i = 0;i<n;i++) 
  VecB[i] = VecXv[i]; 
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 delete [] VecXv; 
} 

 

4.2.2.	Итерационные	методы	
 
BiCGStab 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 2.6: 

for (i = 0; i < n; i++) 
{  
 r[i] = 0;  
 for (j = 0; j < n; j++) 
 {  
  r[i] += A[i][j]*x0[j]  
 } 
 r[i] = b[i] – r[i] 
 rtilda[i] = r[i]; 
 p[i] = r[i]; 
} 
for (iter = 1; iter < Nitmax; iter++) 
{ 
 ro = 0.0; 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
  ro += rtilda[i] * r[i]; 
 beta = (ro/ro_old)*(alpha/omega); 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
  p[i] = r[i] + beta * (p[i] – omega* v[i]); 
 for (uint i = 0; i<m; i++) 
 { 
  ptilda[i] = p[i]; 
  for (uint j = 0; j < i; j++) 
   ptilda[i] –= ptilda[j]*ALU[i][j]; 
 } 
 ptilda[m–1] /= ALU[m–1][m–1]; 
 for (int i = m–2; i >= 0; i– –)  
 { 
  for (uint j = i+1; j < m; j++) 
   ptilda[i] –= ALU[i][j]*ptilda[j]; 
  ptilda[i] /= ALU[i][i]; 
 } 
 alpha = 0.0; 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
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 { 
  v[i] = 0.0; 
  for (uint j = 0; j<m; j++) 
   v[i] += A[i][j] * ptilda[j]; 
  alpha += rtilda[i]*v[i]; 
 } 
 alpha = ro/alpha; 
 norm_ri = 0.0; 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
 { 
  s[i] = r[i] – alpha * v[i]; 
  norm_ri += s[i]*s[i]; 
 } 
 if (sqrt(norm_ri/norm_r0) <= Tol) 
 { 
  for (uint i = 0; i<m; i++) 
   x[i] += alpha*ptilda[i]; 
  break; 
 } 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
 { 
  t[i] = 0.0; 
  for (uint j = 0; j<m; j++) 
   t[i] += A[i][j] * stilda[j]; 
 } 
 tt = ts = 0.0; 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
 { 
  ts += t[i]*s[i]; 
  tt += t[i]*t[i]; 
 } 
 omega = ts/tt; 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
  x[i] +=  alpha * ptilda[i] + omega*stilda[i]; 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
  r[i] = s[i] – omega * t[i]; 
 norm_ri = 0.0; 
 for (uint i = 0; i < m; i++) 
  norm_ri += r[i]*r[i]; 
 if (sqrt(norm_ri/norm_r0) <= Tol) 
  break; 
 ro_old = ro; 
} 
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CGS 
Исходный код программы, реализующей алгоритм 1.3: 

for (int i = 0; i<m; i++) 
{ 
 r[i] = 0.0; 
 for (int j = 0; j < m; j++) 
  r[i] += A[i][j] * 1.0; 
 r[i] = b[i] – r[i]; 
 norm_r0 += r[i]*r[i]; 
 r[i] = 0.0; 
 for (int j = 0; j < m; j++) 
  r[i] += A[i][j] * x[j]; 
 r[i] = b[i] – r[i]; 
 rtilda[i] = r[i]; 
 p[i] = r[i]; 
 u[i] = r[i]; 
} 
for (iter = 1; iter < Nitmax; iter++) 
{ 
 ro = 0.0; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  ro += rtilda[i] * r[i]; 
 if (iter > 1) 
 { 
  beta = (ro/ro_old); 
  for (int i = 0; i < m; i++) 
  { 
   u[i] = r[i] + beta * q[i]; 
   p[i] = u[i] + beta * (q[i] + beta * p[i]); 
  } 
 } 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
 { 
  ptilda[i] = p[i]; 
  for (int j = 0; j<i; j++) 
   ptilda[i] –= ptilda[j] * ALU_Glob[i][j]; 
 } 
 ptilda[m–1] /= ALU_Glob[m–1][m–1]; 
 for (int i = m–2; i >= 0; i– –)  
 { 
  for (int j = i+1; j < m; j++) 
   ptilda[i] –= ALU_Glob[i][j]*ptilda[j]; 
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  ptilda[i] /= ALU_Glob[i][i]; 
 } 
 alpha = 0.0; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
 { 
  v[i] = 0.0; 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   v[i] += A[i][j] * ptilda[j]; 
  alpha += rtilda[i]*v[i]; 
 } 
 alpha = ro/alpha; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
 { 
  q[i] = u[i] – alpha * v[i]; 
 } 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
 { 
  utilda[i] = u[i] + q[i]; 
  for (int j = 0; j < i; j++) 
   utilda[i] –= utilda[j]*ALU_Glob[i][j]; 
 } 
 utilda[m–1] /= ALU_Glob[m–1][m–1]; 
 for (int i = m–2; i >= 0; i– –) 
 { 
  for (int j = i+1; j < m; j++) 
   utilda[i] –= ALU_Glob[i][j]*utilda[j]; 
  utilda[i] /= ALU_Glob[i][i]; 
 } 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  x[i] +=  alpha * utilda[i]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
 { 
  qtilda[i] = 0.0; 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   qtilda[i] += A[i][j] * utilda[j]; 
 } 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  r[i] –= alpha * qtilda[i]; 
 norm_ri = 0.0; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  norm_ri += r[i]*r[i]; 
 if (sqrt(norm_ri/norm_r0) <= Tol) 
 { 
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  break; 
 } 
 ro_old = ro; 
} 

 

4.2.3.	Многократное	решение	СЛАУ	
 
Итерационный метод с предобусловливанием 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 3.1: 

void LU_Alg(double ** &A,int &m) 
{ 
 for (int i = 1; i < m; i++) 
  for (int k = 0; k < i; k++) 
  { 
   A[i][k] /= A[k][k]; 
   for (int j = k+1; j < m; j++) 
    A[i][j] –= A[i][k]*A[k][j]; 
  } 
} 
void StandAlg(double ** &A, double** &ALU, int &n,double &tau,double 
&Tol) 
{ 
 for (i = 0; i < n; i++) 
 { 
  r[i] = 0;  
  for (j = 0; j < n; j++) 
  {  
   r[i] += A[i][j]*x0[j]  
  } 
  r[i] = b[i] – r[i] 
  rtilda[i] = r[i]; 
  p[i] = r[i]; 
 } 
 for (iter = 1; iter < Nitmax; iter++) 
 { 
  ro = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   ro += rtilda[i] * r[i]; 
  beta = (ro/ro_old)*(alpha/omega); 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   p[i] = r[i] + beta * (p[i] – omega* v[i]); 



– 125 – 

  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   ptilda[i] = p[i]; 
   for (uint j = 0; j < i; j++) 
    ptilda[i] –= ptilda[j]*ALU[i][j]; 
  } 
  ptilda[m–1] /= ALU[m–1][m–1]; 
  for (int i = m–2; i >= 0; i– –)  
  { 
   for (uint j = i+1; j < m; j++) 
    ptilda[i] –= ALU[i][j]*ptilda[j]; 
   ptilda[i] /= ALU[i][i]; 
  } 
  alpha = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   v[i] = 0.0; 
   for (uint j = 0; j < m; j++) 
    v[i] += A[i][j] * ptilda[j]; 
   alpha += rtilda[i]*v[i]; 
  } 
  alpha = ro/alpha; 
  norm_ri = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   s[i] = r[i] – alpha * v[i]; 
   norm_ri += s[i]*s[i]; 
  } 
  if (sqrt(norm_ri/norm_r0) <= Tol) 
  { 
   for (uint i = 0; i < m; i++) 
    x[i] += alpha*ptilda[i]; 
   break; 
  } 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   t[i] = 0.0; 
   for (uint j = 0; j < m; j++) 
    t[i] += A[i][j] * stilda[j]; 
  } 
  tt = ts = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
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   ts += t[i]*s[i]; 
   tt += t[i]*t[i]; 
  } 
  omega = ts/tt; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   x[i] +=  alpha * ptilda[i] + omega*stilda[i]; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   r[i] = s[i] – omega * t[i]; 
  norm_ri = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   norm_ri += r[i]*r[i]; 
  if (sqrt(norm_ri/norm_r0) <= Tol) 
   break; 
  ro_old = ro; 
  for (int i = 0;i < m;i++) 
   delete [] A[i]; 
  delete [] A; 
 } 
} 
Void LoadMatrix(int i, double** &A, int &n) 
{ 
 string fn_A = "test"; 
 fn_A += toString(i); 
 fn_A += ".txt"; 
 ifstream fs_matrixA(fn_A.c_str(), ios::in); 
 fs_matrixA >> n; 
 A = new double *[n]; 
 for (int i = 0; i < n; i++) 
  A[i] = new double [n]; 
 for (int i = 0; i < n; i++) 
  for (int j = 0; j < n; j++) 
   fs_matrixA >> A[i][j]; 
 fs_matrixA.close(); 
} 
int main(void) 
{ 
 int n; 
 double Tol = 1.0e–8; 
 double tau = 0; 
 double **A; 
 LoadMatrix(1, A, n); 
 double **ALU; 
 ALU = new double *[m]; 
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 for (int i = 0; i < m; i++) 
  ALU [i] = new double [m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   ALU [i][j] = A [i][j]; 
 LU_Alg(ALU, n); 
 for (int i = 1;i <= 100;i++) 
 { 
  LoadMatrix(i, A, n); 
  StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol) 
 } 
 for (int i = 0;i < m;i++) 
  delete [] ALU[i]; 
 delete [] ALU; 
} 

 
Переформирование матрицы предобусловливания по  

порогу числа итераций 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 3.2: 

void LU_Alg(double ** &A,int &m) 
{ 
 for (int i = 1; i < m; i++) 
  for (int k = 0; k < i; k++) 
  { 
   A[i][k] /= A[k][k]; 
   for (int j = k+1; j < m; j++) 
    A[i][j] –= A[i][k]*A[k][j]; 
  } 
} 
void StandAlg(double ** &A, double** &ALU, int &n,double &tau,double 
&Tol, int &NumbIter) 
{ 
 for (i = 0; i < n; i++) 
 { 
  r[i] = 0;  
  for (j = 0; j < n; j++) 
  {  
   r[i] += A[i][j]*x0[j]  
  } 
  r[i] = b[i] – r[i] 
  rtilda[i] = r[i]; 
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  p[i] = r[i]; 
 } 
 for (iter = 1; iter < Nitmax; iter++) 
 { 
  NumbIter = iter; 
  ro = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   ro += rtilda[i] * r[i]; 
  beta = (ro/ro_old)*(alpha/omega); 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   p[i] = r[i] + beta * (p[i] – omega* v[i]); 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   ptilda[i] = p[i]; 
   for (uint j = 0; j < i; j++) 
    ptilda[i] –= ptilda[j]*ALU[i][j]; 
  } 
  ptilda[m–1] /= ALU[m–1][m–1]; 
  for (int i = m–2; i >= 0; i– –)  
  { 
   for (uint j = i+1; j < m; j++) 
    ptilda[i] –= ALU[i][j]*ptilda[j]; 
   ptilda[i] /= ALU[i][i]; 
  } 
  alpha = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   v[i] = 0.0; 
   for (uint j = 0; j < m; j++) 
    v[i] += A[i][j] * ptilda[j]; 
   alpha += rtilda[i]*v[i]; 
  } 
  alpha = ro/alpha; 
  norm_ri = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   s[i] = r[i] – alpha * v[i]; 
   norm_ri += s[i]*s[i]; 
  } 
  if (sqrt(norm_ri/norm_r0) <= Tol) 
  { 
   for (uint i = 0; i < m; i++) 
    x[i] += alpha*ptilda[i]; 
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   break; 
  } 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   t[i] = 0.0; 
   for (uint j = 0; j < m; j++) 
    t[i] += A[i][j] * stilda[j]; 
  } 
  tt = ts = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
  { 
   ts += t[i]*s[i]; 
   tt += t[i]*t[i]; 
  } 
  omega = ts/tt; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   x[i] +=  alpha * ptilda[i] + omega*stilda[i]; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   r[i] = s[i] – omega * t[i]; 
  norm_ri = 0.0; 
  for (uint i = 0; i < m; i++) 
   norm_ri += r[i]*r[i]; 
  if (sqrt(norm_ri/norm_r0) <= Tol) 
   break; 
  ro_old = ro; 
  for (int i = 0;i < m;i++) 
   delete [] A[i]; 
  delete [] A; 
 } 
} 
Void LoadMatrix(int i, double** &A, int &n) 
{ 
 string fn_A = "test"; 
 fn_A += toString(i); 
 fn_A += ".txt"; 
 ifstream fs_matrixA(fn_A.c_str(), ios::in); 
 fs_matrixA >> n; 
 A = new double *[n]; 
 for (int i = 0; i < n; i++) 
  A[i] = new double [n]; 
 for (int i = 0; i < n; i++) 
  for (int j = 0; j < n; j++) 
   fs_matrixA >> A[i][j]; 
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 fs_matrixA.close(); 
} 
int main(void) 
{ 
 int n; 
 double Tol = 1.0e–8; 
 double tau = 0; 
 double **A; 
 LoadMatrix(1, A, n); 
 double **ALU; 
 ALU = new double *[m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  ALU [i] = new double [m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   ALU [i][j] = A [i][j]; 
 LU_Alg(ALU, n); 
 int MaxIt = 10; 
 int &NumbIter = 1; 
 for (int i = 1;i <= 100;i++) 
 { 
  if (MaxIt < NumbIter) 
  { 
   for (int i = 0; i < m; i++) 
    for (int j = 0; j < m; j++) 
     LU_Alg(ALU, n); 
   LU_Alg(ALU, n); 
  } 
  LoadMatrix(i, A, n); 
  StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
 } 
 for (int i = 0;i < m;i++) 
  delete [] ALU[i]; 
 delete [] ALU; 
} 

 
Переформирование матрицы предобусловливания по  

увеличению среднего арифметического времени решения 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 3.3: 

int main(void) 
{ 
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 int n; 
 double Tol = 1.0e–8; 
 double tau = 0; 
 double **A; 
 LoadMatrix(1, A, n); 
 double **ALU; 
 ALU = new double *[m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  ALU [i] = new double [m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   ALU [i][j] = A [i][j]; 
 DWORD begin, end, time01, SumTime = 0; 
 begin = GetTickCount(); 
 LU_Alg(ALU, n); 
 StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
 end = GetTickCount(); 
 SumTime = (end – begin); 
 int &NumbIter = 1; 
 for (int i = 2;i <= 100;i++) 
 { 
  LoadMatrix(i, A, n); 
  begin = GetTickCount(); 
  StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
  end = GetTickCount(); 
  time01 = (end – begin); 
  if ((SumTime + time01)/i > SumTime / (i–1)) 
  { 
   for (int i = 0; i < m; i++) 
    for (int j = 0; j < m; j++) 
     LU_Alg(ALU, n); 
   begin = GetTickCount(); 
   LU_Alg(ALU, n); 
   end = GetTickCount(); 
   SumTime += time01; 
   time01 = (end – begin); 
   SumTime += time01; 
  } 
  else 
   SumTime += time01; 
 } 
 for (int i = 0;i < m;i++) 
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  delete [] ALU[i]; 
 delete [] ALU; 

 
Переформирование предобусловливателя при увеличении 

средней сложности решения 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 3.4: 

int main(void) 
{ 
 int n; 
 double Tol = 1.0e–8; 
 double tau = 0; 
 double **A; 
 LoadMatrix(1, A, n); 
 double **ALU; 
 int SumSl = 0; 
 ALU = new double *[m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  ALU [i] = new double [m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   ALU [i][j] = A [i][j]; 
 LU_Alg(ALU, n); 
 StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
 SumSl += n * n * n /6; 
 int TekSl = 0; 
 int &NumbIter = 1; 
 for (int i = 2;i <= 100;i++) 
 { 
  LoadMatrix(i, A, n); 
  StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
  TekSl = 2*n*n + 2*n + NumbIter *(4*n*n+8*n) 
  if ((SumSl + TekSl)/i > SumSl / (i–1)) 
  { 
   for (int i = 0; i < m; i++) 
    for (int j = 0; j < m; j++) 
     LU_Alg(ALU, n); 
   LU_Alg(ALU, n); 
   SumSl += TekSl; 
   SumSl += n * n * n /6; 
  } 
  else 
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   SumSl += TekSl; 
 } 
 for (int i = 0;i < m;i++) 
  delete [] ALU[i]; 
 delete [] ALU; 

 
Выбор очередности решения 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 3.5: 

int main(void) 
{ 
 int n; 
 double Tol = 1.0e–8; 
 double tau = 0; 
 double **A; 
 LoadMatrix(1, A, n); 
 double **ALU; 
 ALU = new double *[m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  ALU [i] = new double [m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   ALU [i][j] = A [i][j]; 
 int &NumbIter = 1; 
 // Если выбран прямой порядок 
 if (Pr == true) 
  for (int i = 1;i <= 100;i++) 
  { 
   LoadMatrix(i, A, n); 
   if (i == 1) 
    LU_Alg(ALU, n); 
   StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
  } 
 else 
  for (int i = 100;i >= 1;i– –) 
  { 
   LoadMatrix(i, A, n); 
   if (i == 100) 
    LU_Alg(ALU, n); 
   StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
  } 
 for (int i = 0;i < m;i++) 
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  delete [] ALU[i]; 
 delete [] ALU; 

 
Выбор матрицы для формирования предобусловливателя 

Исходный код программы, реализующей алгоритм 3.6: 

int main(void) 
{ 
 int n; 
 double Tol = 1.0e–8; 
 double tau = 0; 
 double **A; 
// Номер матрицы для формирования предобусловливателя 
 int Form = 50; 
 LoadMatrix(Form, A, n); 
 double **ALU; 
 ALU = new double *[m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  ALU [i] = new double [m]; 
 for (int i = 0; i < m; i++) 
  for (int j = 0; j < m; j++) 
   ALU [i][j] = A [i][j]; 
 LU_Alg(ALU, n); 
 int &NumbIter = 1; 
 for (int i = 1;i <= 100;i++) 
 { 
  LoadMatrix(i, A, n); 
  StandAlg(A, ALU, n, tau, Tol, NumbIter) 
 } 
 for (int i = 0;i < m;i++) 
  delete [] ALU[i]; 
 delete [] ALU; 
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Заключение	
 
Монография посвящена проблеме многократного решения 

СЛАУ итерационными методами. Авторы надеются, что их рабо-
та будет полезной для читателя.  

Обзор проблем ЭМС показал, что большая часть времени 
имитационного моделирования приходится на решение СЛАУ, 
поэтому, уменьшая время решения СЛАУ, можно сократить вре-
мя моделирования в целом. Анализ методов решения СЛАУ вы-
явил перспективность использования итерационных методов под-
пространства Крылова с применением предобусловливателя. При 
предобусловливании применяют разреженную матрицу, получен-
ную из исходной путем предфильтрации. Для хранения разрежен-
ной матрицы предложен формат CSR, тем самым была достигнута 
экономия машинной памяти и времени решения СЛАУ. 

На практике часто требуется многократное решение СЛАУ, 
что очень затратно по времени. Из анализа литературных источ-
ников следует, что для решения таких задач можно использовать 
итерационные методы с предобусловливанием и в перспективе 
обеспечить снижение временных затрат. На основе предложен-
ных способов ускорения разработан алгоритм многократного ре-
шения СЛАУ. Сформулированы условия переформирования  
предобусловливателя при многократном решении СЛАУ. Разра-
ботан алгоритм многократного решения СЛАУ с выбором оче-
редности решения и матрицы для формирования предобусловли-
вателя. 
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